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Esipuhe

Pitkdn matematiikan lisdsivut ovat itseopiskelumateriaalia niille, jotka kaipaavat
haasteita ja haluavat laajentaa matematiikan osaamistaan lukio-oppimé&érin ulko-
puolelle. Lisdsivuihin on valittu aihepiirejd, joita lukiossa ei yleensd kohtaa, mutta
joihin matematiikasta innostuneen voisi olla kiintoisaa ja palkitsevaa tutustua.

Materiaali sisdltdd lyhyet teoriaosiot ja runsaasti harjoitustehtivid, joihin on kat-
tavat vihjeet ja useimpiin toiset vihjeet. Tehtdvid on syyta yrittdd aina ensin itse,
mutta vihjeet ja toiset vihjeet on tarkoitettu kédytettaviksi. Monet tehtdvistd ovat
huomattavan vaikeita, eikd kannata huolestua, jos osa niist4 jdd ratkaisematta.

Tama lisdsivujen kuudes ja ndilld ndkymin viimeinen osa laajentaa lukiossa ké-
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kuten Taylorin polynomit, konveksit funktiot ja differentiaaliyhtdlot. Kaikkia ndita
analyyttisid kdsitteitd yhdistdvat niihin ldheisesti liittyvdt numeeriset menetelmét
janiiden virhearviointi. Esittelemme kirjassa numeriikan keskeisid algoritmeja, ku-
ten Newtonin menetelmén yhtéléiden ratkaisemiseen, numeerisen integroinnin
menetelmid méirittyjen integraalien laskemiseen, ja differentiaaliyhtéléiden rat-
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1 Hieman numeriikasta

Matematiikka on tdsmallistd, mutta matematiikan soveltaminen kdytdntdon vaatii
yleensd likiarvojen ja muuten virheellisten lukujen kanssa tydskentelyd. Nume-
riikka on matematiikan ala, joka kisittelee likiarvolaskentaa. Hyviat numeeriset
menetelmit tuottavat riittdvan tarkkoja likiarvoja riittdvan pienelld laskenta-ajalla.
Erilaisten algoritmien vakauden ja nopeuden arviointi ja uusien menetelmien
kehittiminen ovat numeriikan keskeisid tehtdvid. Sddn ennustaminen, tietokone-
pelien 3D-maailmojen valaistuksen tehokas laskeminen, tekoédlyn kouluttaminen
tai hampaan muodon paéttely kaksiulotteisista rontgenkuvista ovat esimerkkeja
vaativista numeerisista ongelmista.

NASA:n simulaatio hurrikaani Sandyn kehittymisestd, 2012. [25]

Likiarvojen pyorittely voi dkkiseltdan kuulostaa puuduttavalta kirjanpidolta, mutta
ilahduttavaa kylld numeriikka tarjoaa runsaasti kdyttdd hyvin syvélliselle matema-
tiikalle. Mitd enemman tuntee matematiikkaa, sitd ovelammin ja tehokkaammin
laskentaa on mahdollista suorittaa. Esimerkiksi nelijuurille likiarvon laskemi-
nen on huomattavan tehokasta derivaatan kisitteeseen perustuvalla Newtonin
menetelmills, jota kisitellddn Luvussa 5.



LUKU 1. HIEMAN NUMERIIKASTA

1.1 Virhe

Kéaytossimme on harvoin tarkasti oikeita lukuja. Virheitd voi syntyd monesta
lahteestd. Jos tavoitteena on esimerkiksi ennustaa sdéti, virheldhteitd ovat

1. Virheelliset lihtdarvot. Sidasemien mittaamat lampdotilat ja tuulten nopeu-
det eivit ole tarkkoja, eivdtkd havainnot kattavia.

2. Mallin virheet. Fysiikkamalli pyrkii tavoittamaan lopputuloksen kannalta
tarkeimmat seikat, eikd huomioi jokaista yksittdistd ilmamolekyylia.

3. Numeeristen menetelmien virheet. Iimakehén virtauksia kuvaavia differen-
tiaaliyhtdl6itd ei osata ratkaista tarkasti, joten niille lasketaan likim&dardiset
ratkaisut.

4. Laskennan virhe. Tietokoneen laskuissa on kéytdssa rajallinen maara desi-
maaleja.

Virhe on viistimiton osa ldhes kaikkea laskentaa, joten se tdytyy huomioida ja
hallita. Méirittelemme virheen seuraavasti:

Tarkka arvo = Likiarvo + Virhe,
eli

Virhe = Tarkka arvo — Likiarvo.

Lisdksi kutsumme virheen itseisarvoa nimelld absoluuttinen virhe seki virheen ja
oikean arvon osamaiiran itseisarvoa nimelld suhteellinen virhe.

Absoluuttinen virhe = |Virhe|

Virhe

Suhteellinen virhe = | ——
Tarkka arvo

Jos esimerkiksi approksimoimme eli kdytamme likiarvoa 7 = 3,1, virheeksi saa-
daan 7 — 3,1 = 0,04159.... Jos taas approksimoimme 7 = 4, likiarvo on tarkkaa
arvoa suurempi, jolloin virhe on negatiivinen, nimittdin = —4 = —0,8584... Ndiden

n-3,1 L |lt—4
likiarvojen suhteelliset virheet ovat =~ 1,32 % ja | —| = 27,32 %.

Virheen kisitteeseen liittyva sanasto ei ole tiysin vakiintunut. Joissakin yhteyksis-
sd virheen merkki on pdinvastainen kuin méérittelimme, ja toisinaan absoluut-
tista virhetta kdytetddn virheen synonyymind. Tdssd kirjassa kdytdmme edelld
kiinnitettyjd médritelmia.
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1.2 Virhe laskutoimituksissa

Peruskoulun kdyneet ovat todennédkdisesti torménneet sddntdon "vastaus pyoris-
tetddn epdtarkimman ldhtéarvon mukaan”. Yhteenlaskussa epétarkin arvo mééri-
tellidn desimaalien perusteella ja kertolaskussa merkitsevien numeroiden perus-
teella. On hyva pysdhtya hetkeksi miettimdin, miksi ndin kannattaa sopia.

Jos esimerkiksi poydan korkeudeksi on mitattu millien tarkkuudella 73,1 cm, ja
sen pddlld lepéd kirja, jonka paksuudeksi on mitattu mikrometriruuvilla 2,336 cm,
ei ole perustelua viittaa kirjan yldreunan olevan 75,436 cm maan yldpuolella, silld
yhteenlaskussa

73,122

+ 2,336

75,427
kaikki desimaalit ensimmadisen jdlkeen ovat epdvarmoja. Itse asiassa emme edes
tiedd, olisiko oikea likiarvo 75,4 cm vai 75,5 cm.

Yleisemmin voisi merkiti, ettd jos luvusta a kiytetidn likiarvoa a’, jonka virhe on
Aa, javastaavasti b = b’ + Ab, summan a + b likiarvon a’ + b’ virhe on

(a+b)— (@ +b)=(@ +Aa+b +Ab)—(a +b)=Aa+Ab.

Jos virheet Aa ja Ab ovat kovin eri kokoluokkaa, suurempi virhe dominoi, kuten
edellisessi kirja ja poytd -esimerkissd. Jos taas virheet ovat samaa kokoluokkaa,
on niiden summakin todennékéisesti samaa kokoluokkaa, ja pahimmassakin
tapauksessa vain kaksi kertaa alkuperdisen kokoinen.

Kertolasku ja merkitsevit numerot

Kertolaskussakin pyoristetddn epdtarkimman ldhtdarvon mukaan, mutta nyt tark-
kuus madritellian merkitsevien numeroiden perusteella. Tdimé& on hyvé nyrkki-
sddnto, silld kertolaskussa suhteellinen virhe kayttaytyy likimain samoin kuin
tavallinen virhe yhteenlaskussa. Tarkastellaan taas lukuja a ja b, joilla on likiar-
vot a' ja b’ sekd niilld virheet Aa ja Ab. Kun tuloa ab arvioidaan likiarvolla a'b’,
suhteellinen virhe on

ab-a'b _|ab—(a—Aa)(b—Ab)| |ab-ab+DbAa+alAb—AaAb
ab a ab B ab
_ bAa+aAb_AaAb - %_FA_b.
ab ab ab a b
——

=0
Téssd viimeinen approksimaatio perustuu oletukseen, ettd virhe on pienempai
kokoluokkaa kuin luku itse. Tulon suhteellisen virheen suuruus méaraytyy siis liki-
main tulon tekijoiden (etumerkilld varustettujen) suhteellisten virheiden summan
perusteella. Tdssdkin epdtarkemman ldht6arvon merkitys on suurin.
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Vidhennyslasku on vaarallinen

Védhennyslasku on tarkkuuden kannalta vaarallinen laskutoimitus, silld kun luvut
ovat samaa kokoluokkaa, menetetddan merkitsevid numeroita ja suhteellinen virhe
voi kasvaa rajusti. Kuvitellaan esimerkiksi, ettd haluaisimme arvioida lampdlaaje-
nemisen vaikutusta Eiffel-tornin korkeuteen mittaamalla yksittdisen rautapalkin
pituuden millin tarkkuudella eri limpdtiloissa. Mittaus 0°C lampdétilassa antaa
pituudeksi 1,012 m ja mittaus 40°C lampétilassa 1,013 m. Pituuksien erotukseksi
saadaan
1,013m-1,012m=0,001 m=1mm.

Erotuksessa on tarkkuutta jéljelld endd yksi merkitsevd numero, vaikka molem-
missa ldhtdarvoissa merkitsevid numeroita oli nelja. Todellisuudessa palkkien
pituusero olisi alle puoli millig, joten arvion 1 mm suhteellinen virhe on yli 100 %.
Millin tarkkuudella mittaaminen tarkoittaa, ettd pyoristyksestd riippuen tulos
on joko 1 mm tai 0 mm. Saatua tulosta skaalaamalla saataisiin koko 330 metrid
korkean tornin pituusvaihteluksi 33 cm, miké on paljon todellista suurempi arvo.

Tilanne ei korjaannu, vaikka tornin uudeksi pituudeksi laskettaisiin verrannon
avulla

1,013

——-330m =330,3260... m,

1,012
silld [impolaajenemisen madrd saadaan kuitenkin erotuksena, jossa katoaa kolme

merkitsevdd numeroa: 330,3260... m—330 m ~ 0,33 m.

Hieman formaalimmin ilmaistuna: Jos tarkoille arvoille a ja b on likiarvot a’ ja b’,
joiden virheet ovat Aa ja Ab, suhteellinen virhe erotuksessa a — b on
(a—b)—(a' -b") a-a+b-b"| |Aa+Ab
a-b a-b a-b |
Talld lausekkeella ei ole yldrajaa, kun luku a ldhestyy lukua b, eli suhteellinen virhe
voi olla mielivaltaisen suuri.
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1.3 Bindidriluvut

Kéaytamme laskemiseen lukusanoja, joissa kantaluku 10 on erityisessd asemassa.
Laskemisen esihistoria on mutkikasta, mutta suurella todennékdisyydelld luvun
10 erityisasema johtuu siit4, ettd ihmiselld on kymmenen sormea.

Moderni 10-kantainen paikkajirjestelma lukujen kirjoittamiseen otettiin kéyt-
toon Intiassa 500-luvun lopulla ja se levisi nopeasti ympéri oppinutta maailmaa.
Eurooppaan se saapui Espanjan kautta arabialaisen sivistyksen tuomana vuo-
den 1000 paikkeilla. Keskieurooppalaisten kauppiaiden ja ammatinharjoittajien
keskuudessa nima intialaisarabialaiset luvut syrjayttivit kdmpeldt roomalaiset
numerot vasta 1500-luvulla.

numeromerkkejd on vain kaksi: 1 ja 0. Tama yksinkertaistaa tiedon fyysist4 tal-
lentamista ja laskutoimituksiin tarvittavia algoritmeja. Binddriluvut noudattavat
samanlaista paikkajdrjestelméan rakennetta kuin kymmenjarjestelma, kantaluku
vain on kaksi. Kymmenjérjestelmédn merkintd 5023 tarkoittaa lukua

10° 102 10! 10°

5023=]5]0]2[3]=5-103+0-102+2-10+3-1
=5000+20+3.
Vastaavasti bindédriluku 110111 vastaisi kymmenjérjestelmén lukua

25 2I 2.% 22 2] 2()
110111=|1]1|0|1]1]1]=1-2541-24+0-23+1-2241-2'+1-1
=32+16+4+2+1=55.

Sekaannusten vilttimiseksi jarjestelman kantaluku voidaan merkitd alaindeksilla:
110111, =557y.

Desimaalilukujen esittiminen bindarijarjestelméssd noudattaa tuttua rakennetta:
pilkun jélkeiset numerot kuvaavat kantaluvun kdinteislukujen potenssien méaria.
Esimerkiksi luku 13,25 voitaisiin muuttaa binédarijarjestelmiédn seuraavasti:

2

23 92 9l 50 -1 5-2

13,25=8+4+1+1=[1[1] o\i \,\_0 \;1 | =1101,11,

Kokonaisluvut tietokoneissa

Tietokone on &dérellinen laite, joten sen muistiin ei voi tallentaa mielivaltaisen
suuria lukuja. Perinteinen tapa kokonaislukujen hallinnointiin on varata muistis-
ta joka luvulle tietty mééara bittejd. Kukin bitti voi olla ykkonen tai nolla, ja luku

11



LUKU 1. HIEMAN NUMERIIKASTA

tallennetaan bindarilukuna. Esimerkiksi tietotyyppi ”etumerkiton 32-bittinen ko-
konaisluku” pystyy tallentamaan epénegatiivisia kokonaislukuja, joista pienimmét
ovat

[0[o[o[ofo]ofo]o[o[o[o[a]o[oJo[o]o]o]o]o[o[o[o[o[ofo[ololo]olo]o] = 0
[o[o[o[ofo]o[o]o[o[o[o[a]o[o]o[o]o]o]o]o]o[o]o[o[ofo[ofolo]olofa] = 1
[0Jo[o[o]o[o]o[o]o]o[o[o[o[o]o[o[o]o]o[ofo[o]ofo[o]a[o]o]o[o[a[o] = 2
lo[o]o[o]o]o]o]o[o]o[o]o]o]o]o]o]o[o]o[o]o]o[o]o[o]o[o]o[ofoJir] =3 =2+ 1
[0[o[o[o]o]o[o]o[o[o[o[o]o[oJo[o]o]o]o]o[o[o[o]o[ofo[o]olo]z[o]o] = 4

ja suurin

[[2[2ffa[afafafalafafalafafafafafafa[ala[aala[afala[alafafala]

joka vastaa lukua 231 +230 + .. +23 + 22 + 21 + 1 = 4294967 295. T4t suurempia

lukuja ei tillaiseen muuttujaan voi tallentaa.

Monet ohjelmointikielet, kuten kirjoitushetkelld suosittu Python, varaavat niin

paljon muistia kuin kokonaislukujen tarkka tallentaminen vaatii. Ndin vaikkapa

luvun

31000 =13220708194808066368904552597521443659654220327521481676649203

68226828597346704899540778313850608061963909777696872582355950
95458210061891186534272525795367402762022519832080387801477422
89648412743904001175886180411289478156230944380615661730540866
74490506178125480344405547054397038895817465368254916136220830
26856377858229022841639830788789691855640408489893760937324217
18463599386955167650189405881090604260896714388641028143503856
48747165832010614366132173102768902855220001

esittdminen ja kasittely onnistuvat ongelmitta. Lukujen kasvaessa tietokoneen
muistin rajat tulevat kuitenkin lopulta vastaan.

Desimaaliluvut tietokoneessa: liukuluvut

Desimaalilukujen tapauksessa ongelmiin tormatidan hyvin arkisissakin tilanteissa.
Jo lukujen

=0,3333333333333333333333333... tai

W =

V2 =1,4142135623730950488016887 ...

kaikkien desimaalien tallentaminen on mahdotonta, silld tietokone on ddrellinen
laite.

12



LUKU 1. HIEMAN NUMERIIKASTA

Tyypillinen tapa tallentaa desimaalilukuja tietokoneella on liukuluku (englannik-
si floating point number, float). Liukuluvuissa on kaksi osaa: jokin kantaluvun
potenssi osoittamassa kokoluokkaa ja sen kerroin (mantissa), jossa on kaytossa
tietty maddra merkitsevid numeroita.

Tarkastellaan aluksi epirealistisen rajoittunutta systeemii, jossa mantissassa on
kaytossa viisi merkitsevdd kymmenjarjestelmédn numeroa ja eksponentissa yk-
si numero. Lisdksi tallennetaan luvun ja eksponentin merkki. Systeemin luvut
olisivat siis muotoa

Tarkastellaan joitakin esimerkkejd siitd, miten luvut tallentuisivat tihén jarjestel-
mdin. Monia lukuja joudutaan pyoristiméén, koska merkitsevid numeroita on
kaytossd vain viisi:

-5=[-|5],[o]o[0]0]-10
1
2= [F[3),313]3]3] 10
654321~ [+]6][5[4][3]2]-10
1075~ |+|0][o]o]0][0]10 =0

Tiss4 jarjestelmissi pienin positiivinen luku on 0,0001 - 107 ja toiseksi pienin
0,0002-1072. Nollan ympadristossd liukulukuja on siis suhteellisen tihedssd, mutta
mitd suurempiin lukuihin mennéén, eksponentit kasvavat ja liukuluvut ovat yha
harvemmassa. Tédmin jirjestelmén kaksi suurinta lukua olisivat 9,9998 - 109 ja
9,9999-10°. Niiden vilinen etiisyys on jo 100000 yksikk6d. Merkitsevien nume-
roiden rajallisuus tuottaa toisinaan yllattévid ongelmia. Esimerkiksi yhteenlaskun
100000+ 1 kanssa kdy hullusti: vastauksen pitdisi olla 100001 = 1,00001 - 10°, mutta
vastaus py6ristyy arvoon 1,0000- 10°. Laskin siis viittd4d 100000 + 1 = 100000.

Oikeasti kdytossd olevissa liukuluvuissa eksponentit ovat suurempia ja mantissas-
sa on enemmain merkitsevid numeroita, mutta samat ominaisuudet ja rajoitukset
ovat olemassa: merkitsevid numeroita on darellinen maara, liukuluvut ovat tiheim-
millddn nollan ldhelld ja harvenevat nollasta etddnnyttiessd; jarjestelméssa on
suurin luku ja pienin positiivinen luku.
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Kédytdnnon esimerkki: binary64

Yleensd liukuluvut tallennetaan binddrilukuina. Esimerkiksi yleisesti kdytetyissd
binary64-luvuissa (niin sanottu double-precision) yhden luvun tallentamiseen
kdytetddn 64 bittid: 1 bitti etumerkin tallentamiseen "+’ on 0 ja’—’ on 1), 11 bittid
eksponenttiin ja 52 bittid mantissaan. Bitit on jirjestetty seuraavasti:

1 bitti etumerkille

~
- -

eksponentti 11 bittid mantissa 52 bittida

Lisdksi mantissan ensimmaéiseksi numeroksi asetetaan automaattisesti 1. Ndin
merkitsevid numeroita on 53 parijdrjestelmidn numeroa. Eksponentissa ei kdytetd
etumerkkid, vaan todellinen eksponentti saadaan, kun 11-bittisestd kokonaislu-
vusta vihennetddn 1023. Tallennetut luvut ovat siis muotoa

e T T T T T T T T2

Esimerkiksi kokonaisluku 5 tallentuisi muodossa
[oiz]olololojololololoflof/aiololololojololollolaiololdlololaiololololololololololaiololaololalolollololololoiololoololalo]

O - 1023

missd etumerkkid '+’ koodaa 0, ja eksponentissa on bindariluku 10000000001, =
210 4 1 =1025, joten todellinen eksponentti on 1025 — 1023 = 2. Mantissa on 1,01,
silld luku 5 on binddrilukuna 101. Oikeastaan luku 5 tallentuu siis muodossa
5=(1+1)-22%

Eksponentit 11111111111 ja 00000000000 on varattu erikoiskdytt6on. Esi-
merkiksi 64 nollaa koodaa lukua 0 ja mikéli eksponentissa on vain ykkdosid ja muut
bitit ovat nollia, kyseessd on positiivinen ddreton.

Binary64-lukujen mantissassa on 52 muutettavissa olevaa bittid, joten jokaisel-
la vililld [2",2"*1[, missd n > —1022, on 2°? eri liukulukua. Kahden perékkdisen
liukuluvun vélinen etiisyys on likimain 27/252 = 2”752 ja suurin mahdollinen pyo-
ristysvirhe puolet siit4, eli 2*7°3. T#ll6in pyoristyksen suhteellinen virhe on kor-
keintaan 27*753/2" = 2753 = 1,1-107'6, T4m4 vastaa virhettd kymmenjirjestelmin
17. merkitsevdn numeron kokoluokassa. Siksi tdllaisilla liukuluvuilla laskettaessa
tulokset ovat tidysin epiluotettavia 16. merkitsevin numeron jilkeen.

Esimerkiksi desimaaliluvun 0,2 bindériesitys on pdittymé&tdon desimaalijono
0,001100110011..., joten se pyoristetddn — tidssd tapauksessa ylospdin — ja muistiin
tallentuu luku

lololziriafafrjririalo/ozlojofa/z/ojofalalolofizioofrizlojofa/z]ojofalz/ojofrialooritiojofa/zlojofa/z/olofrialoloftixiofzlo].

T4mai vastaa kymmenjirjestelméan lukua 0,200000000000000011102230246251.......
Pyoristysten vuoksi esimerkiksi Python-ohjelmointikieli laskee sujuvasti

0.1 + 0.2 = 0.30000000000000004.
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1.4 Liukuluvut ja toisen asteen yhtilon ratkaisukaava

Toisen asteen yhtilon ax? + bx + ¢ = 0 reaaliset ratkaisut, missi a # 0, saadaan

tunnetusti kaavasta
_ —btVb*-4ac

2a
Liukuluvuilla laskettaessa tdma kaava ei valitettavasti aina toimi. Tarkastellaan
vaikkapa yhtdlod

X

3x°+10°%x+5=0.

Varsin moni laskinohjelmisto laskee sujuvasti

~10%0—/(1050)*-4-3.5

X1 = 53 ~ —3,333333333333333-10%°
ja
~10%0 +1/(10%)* -4-3.5
X = >3 ~ 0,0000000000000000.

Téassd x, ei selvdstikddn voi olla oikein, eihdn x = 0 ole yhtdl6n ratkaisu! Oikea
likiarvo olisi x, = —5,000-107°, Miksi laskin siis epdonnistuu?

Ongelma johtuu siit4, ettd b? on paljon suurempi kuin 4ac. T#lloin pitee

Vb2 —4ac~Vb2-0=b|

Kun merkitsevit numerot loppuvat kesken, luvut v'b% —4ac ja |b| pyoristyvét
samaan liukulukuun. Ratkaisukaava pddtyy muotoon
-b-|bl . —b+b|
— ja Xpr ——,
2a 2a
jolloin positiivisilla luvuilla b saadaan x; = 0 ja vastaavasti negatiivisella luvul-

la b saadaan x; = 0, eikd vastauksessa ole yhtddn merkitsevdd numeroa oikein.
Véahennyslasku on vaarallinen!

X1 =

Korjattu toisen asteen yhtilon ratkaisukaava

Edell4 esitetty ongelma yhtilon ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisukaavassa voidaan korjata
valttdmalld vidhennyslaskua ja laskemalla ensin yksi juuri kaavalla
-b-Vb%-4dac .
X}=—————, jos b20,
2a
tai

_ —b+Vb*-4ac

jos b<O.
2a

X1

15
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Toinen juuri puolestaan lasketaan kaavalla
c

X2 =—",
axi

ja ndin yhtdlon kumpikin ratkaisu saatiin selvitettya ilman samaa kokoluokkaa
olevien lukujen vihennyslaskua.

Toisen asteen yhtdlon nollasta poikkeavia ratkaisuja x; ja x, yhdistdva kaava
Xp = aLxl voidaan perustella jakamalla polynomi ax? + bx + ¢ tekijoihin sen nolla-
kohtien avulla:

ax’*+bx+c= a(x—x1)(x—x2).

Kun tekijimuotoisen polynomin sulut kerrotaan auki, saadaan
a(x—xp)(x—xp) = a(x2 —X1X—X2X+ X1X2) = ax? —a(x;+x)x+ax;xy.
N———r N——r
=b =c
Vertaamalla muotoon ax? + bx + ¢ nihdain, ettd

. . c
b=-a(x1+x2) ja c=axixy, eli x=—, kunx; #0.
axy

1.5 Numeerinen derivaatta

Toisinaan on tarpeen laskea likiarvo funktion derivaatalle. Voi esimerkiksi olla,
ettd derivaattafunktion lauseke on vaikea muodostaa tai funktiosta tunnetaan
vain joitakin arvoja, esimerkiksi jos kyseessad on mittausdataa.

Reaalifunktion f derivaatta f’ kohdassa x méiritelld4n erotusosamaiirin raja-

arvona L
lim foth =) .
h—0 h
Derivaattaa on siis luontevaa approksimoida erotusosamaarana
fx+h) - f(x)
h )
missd h on jokin ldahelld nollaa oleva luku. Voisi ajatella, ettd tulos on sitd parempi,

mitd pienempi & on. Niin ei kuitenkaan ole, silld liukulukuvirheen vuoksi laskenta
kay hyvin epétarkaksi, kun arvot f(x + h) ja f(x) ovat liian ldhelld toisiaan.

fx) =

Tarkastellaan esimerkiksi funktiota

sin (x + h) —sinx
3 .
Koska sinin derivaattafunktio on kosini, pienilld luvun # arvoilla voisi olettaa péate-

vdn C(x) = cos x. Ndin kéykin, ja kun esimerkiksi z2 = 0,01, GeoGebra 6 -ohjelmalla
piirretty funktion C kuvaaja nayttdd hyvin paljon kosinifunktion kuvaajalta:

Cx)=

16
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Luvun & pienetessi yhdennikoisyys kosinifunktion kanssa sailyy arvoon i = 10714
asti hyvina:

h=10"14

Kun & = 10715, liukulukuvirheet alkavat kasautua:

2 g
_"r-
_._—4"——_,__ __.-r—l_,__ :-_-
1 0 =2 3 475 6 7 3 9 10 1 12
1 _-H_ﬁ__ -‘_ _.:
=
-2
h=10"1°

Lopulta, kun h = 10716 funktion C lasketut arvot poikkeavat nollasta endi kohdan
x = 01dheisyydessd, missi liukulukuja on tiheimmassa.

h=10716

Numeerista derivaattaa laskiessa téaytyy siis luonnollisesti kunnioittaa laskentava-
lineen rajoja.

17
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Keskusdifferenssi

Derivaattaa f’(x) ei yleensd kannata approksimoida erotusosamiérin, jonka
toisessa padtepisteessd on kohta x. Esimerkiksi seuraavan kuvan tilanteessa vilid
[x, x + h] hyodyntdvi arvio antaa liian suuren likiarvon derivaatalle f’(x) ja vilid
[x — h, x] kdyttdvi liian pienen, kun & > 0.

y y=rf
, ~f(x+h)—f(x)
f(x)~—h
roon S - flx—h)
o= h | | |
x—h X x+h X

Parempi vaihtoehto olisi kiyttdd keskusdifferenssié, jossa derivaattaa arvioidaan
symmetriselld vililld kohdan x ympéristossd. Keskusdifferenssin kaava on

Y y=f®

fx+h)—-flx-h)

o= 2h

Teoreettinen perustelu keskusdifferenssin eduista 16ytyy Taylorin polynomeja
kisittelevan Luvun 2 harjoitustehtavistd 20 ja 21.

18
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Harjoitustehtivii

Tehtivi 1. Kuinka suuri on virhe ja suhteellinen virhe, kun approksimoidaan
V5 %2247

Vihje s. 152 —

Tehtdvd 2. Matemaattisesti lausekkeen 10" + 1 — 10" arvo on 1 kaikilla luon-
nollisilla luvuilla 7. Valitettavasti moni laskin on eri mieltd! Esimerkiksi Excel-
taulukkolaskentaohjelma laskee arvon 10'° + 1 —10'% = 1 oikein, mutta véitt4,
ettd 1016+ 1-10'6 = 0. Tdma4 johtuu siité, ettd luvun 106 + 1 esittiminen liukuluku-
na vaatisi 17 merkitsevdd kymmenjdrjestelmdn numeroa, joten tapahtuu pyoristys
1016 +1 =106,

Testaa erilaisten kdyttdmiesi laskinohjelmistojen tarkkuutta: milld luvun n arvolla
lausekkeen 10" +1—10" arvo poikkeaa ykkosesti? Jos ohjelma késittelee kokonais-
ja liukulukuja eri tavoilla, luku 10 kannattaa sydttdd desimaalierottimen kanssa
muodossa 10 . 0. Piirrd ohjelmalla my6s funktion f(x) = 10,0* + 1 —10,0* kuvaaja.
Miten se kédyttdytyy, kun x > 15?

Vihje s. 152 —

Tehtédvi 3. Tarkastellaan liukulukujen ominaispiirteitd erityisen huonon ja rajoit-
tuneen jarjestelmén avulla. Mantissassa on kdytdssd etumerkki ja kaksi kymmen-
jarjestelmidn numeroa sekd eksponentissa etumerkki yksi kymmenjérjestelmédn
numero. Luvut ovat muotoa

BN

ja jirjestelmidn tallennetaan siis kaksi etumerkkid ja kolme numeroa vililtd 0-9.
Sovitaan lisdksi, ettd ensimméainen numero on nolla vain luvun 0 = 0,0 tapauksessa,
jolloin samaa lukua ei voi tallentaa kahdella eri mantissalla (1,0-10° vs. 0,1-101).
Jos luku ei mahdu jarjestelméin, kdytetddn normaaleja pyoristyssdantoja.

a) Miki on suurin luku, joka voidaan tallentaa jarjestelmdidn? Enta toiseksi
suurin?

b) Miké on pienin positiivinen luku?
¢) Miten luku 5 tallennetaan? Entéd 1/52
d) Miten tallentuu 1/3?

e) Mitka ovat kaksi suurinta perdkkéistd kokonaislukua, siis kokonaisluvut 7 ja
n+ 1, jotka voidaan tallentaa tarkasti?
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f) Miksilaskut 100 +2+2+2+2+2 ja 100 + 10 tuottavat eri lopputuloksen?
g) Kuinka monta erilukua jarjestelmdin voidaan tallentaa?

h) Kuinka moni néisté luvuista on valilld ]0,1; 1[2 Ent4 valilla 11, 10[?

Vihje s. 152 —

Tehtédvd 4. Binddrilukujen perusteet.

a) Kirjoita luvut 1-9 bindérilukuina.

b) Muuta bindariluku 1110 kymmenjérjestelméaan.

c) Esitd kymmenjérjestelmén luku 21 binddrilukuna.
d) Laske binéérilukujen laskut1+1, 10+ 1ja 100 —-1.

e) Binddrilukujen erds etu on siing, ettd perustason laskuoperaatioita on hyvin
vdhén. Laadi kertotauluy, jossa nédkyy kaikkien yksinumeroisten bindariluku-
jen tulot. Laadi my6s vastaava yhteenlaskutaulu.

f) Laske allekkain binddrilukujen yhteenlasku 100111 + 110110. Ald muunna
kymmenjérjestelmdin missdéin vilivaiheessa.

g) Laske allekkain binéérilukujen kertolasku 1101 -101. Ald muunna kymmen-
jarjestelmiddn missddn vélivaiheessa.

h) Muunna bin&diriluku 0,011 kymmenjirjestelmin desimaaliluvuksi.

Vihje s. 153 —

Tehtava 5. Tarkastellaan sivulla 14 esiteltyd binary64-liukulukuformaattia, jota
monet ohjelmat kayttavit.

a) Miké on pienin positiivinen kokonaisluku, jota jarjestelméén ei voi tallentaa
tarkasti?

b) Millaisessa bindidrimuodossa luku —% tallentuisi?

Vihje s. 153 — ( Toinen vihje s. 166 —>)

Tehtivid 6. Kaytossd on likiarvo a = 25,3°. Miksi luvun sin (4000«) likiarvosta ei
voida sanoa juuri mitdan?

Vihje s. 153 — ( Toinen vihje s. 166 —>j
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Tehtdvéd 7. Laske funktion f(x) = x* derivaatalle f’(1) likiarvo kiyttden

a) erotusosamdarda valilld [1,1 + k]

b) keskusdifferenssia valilla [1 - h,1 + h].
Kayti laskuissa arvoja 4 = 0,1, h = 0,0001, 1 =107%, h =1071% ja h = 10716, Selviti
my6s derivaatan f’(1) tarkka arvo. Kuinka suuri virhe kussakin tapauksessa on?

Vihje s. 153 —

Tehtdvd 8. Tamai tehtédvi on versio pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehta-
vastd syksyltd 2005. Tarkastellaan lauseketta

tanx—+v/3

T
X=3

L(x) =

a) Laske lauseketta muokkaamatta sille laskimella likiarvo, kun x = % +1073
n=1,2,3,4,5,6,7.

b) Madritd lim/3 L(x) tulkitsemalla lauseke sopivan funktion erotusosamaarak-
X—T

si. Mitd voidaan sanoa a-kohdassa lasketuista likiarvoista?

Vihje s. 154 — ( Toinen vihje s. 166 —>)

Tehtdavd 9. Vuonna 1905 julkaistu suppea suhteellisuusteoria ennustaa, ettd liikku-
van kappaleen aika kuluu hitaammin kuin paikallaan olevan. Tdma on varmistettu
kokeellisesti muun muassa maailman ympéri lennétetyilld tarkoilla atomikelloilla
[4]. Vauhdilla v etenevin kappaleen kokema aika At’ poikkeaa paikoillaan olevan
havaitsijan kokemasta ajasta A kaavan

r_ v?
At = 1——2At
C

mukaisesti, missi ¢ on valon nopeus tyhjioss4, eli likimain 3,0 - 108 m/s. Tarkastel-
laan tutkijaa, joka kédvelee eteldnavalla (missd Maapallon pyoriminen ei hiiritse
laskuja) vauhdilla 2 m/s. Kuinka paljon hidnen kellonsa jatattdd joka sekunti ver-
rattuna paikoillaan olevaan kelloon? On helppo laskea

, 2 2 22
At—=At' =At—\|1-=At=|1-\|/1-= |At=|1-\|/1- ———
c? c? 3000000002

Pahaksi onneksi monet laskimet antavat tdsta likiarvoksi esimerkiksi 0,0 s tai
1,78-10714 s, vaikka oikea likiarvo olisi noin 2,22-10717 s,

a) Kokeile lausekkeen arvon laskemista eri laskinohjelmistoilla. Millaisia tulok-
sia saat?

b) Miten likiarvon 2,22 -10717 s saisi laskettua kisin?

Vihje s. 154 — ( Toinen vihje s. 166 —>)
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2 Taylorin polynomit

hy
Q\N

Brook Taylor (1685-1731)

2.1 Taylorin polynomin idea

Taylorin polynomi T approksimoi jotakin toista funktiota f tietyn pisteen x = a
ympdristdssi (eng. approximate, olla likimain sama). Polynomiapproksimaatio
on houkutteleva vaihtoehto monenlaiseen laskentaan, silld polynomien arvot
voidaan laskea peruslaskutoimituksilla ja polynomeilla on yksinkertaisempi teoria
kuin monella muulla funktiotyypilla.

Taylorin polynomit T muodostetaan silld periaatteella, ettd ne saavat jossakin
kohdassa x = a

¢ saman arvon kuin funktio f, eli T'(a) = f(a),
 saman derivaatan arvon kuin f, eli T'(a) = f'(a),

» saman derivaatan derivaatan (toisen derivaatan) arvon, eli 7" (a) = f" (a),
ja niin edelleen.
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Tarkastellaan esimerkiksi eksponenttifunktiota f(x) = e¥, ja halutaan 16ytd4 po-
lynomifunktioita T, jotka saisivat mahdollisimman samansuuruisia arvoja kuin
funktio f kohdan x = 0 ympéristéssd. Koska f(0) = € = 1, paras vakiofunktio
on Ty(x) = 1. Tdma4 ei luonnollisestikaan ole kovin kummoinen approksimaatio,
koska e* ei suinkaan ole vakio.

Ensimmadisen asteen polynomilla T (x) approksimaatio saadaan jo paljon parem-
maksi. Valitaan Tj niin, ettd sen derivaatta kohdassa x = 0 on sama kuin funktiolla
f.Koska f'(x) = ¥, derivaatta on f'(0) = e° = 1. Sopiva ensimmdisen asteen poly-
nomionsiis T7(x) =1+1-x.

I I y I I
L 4_,,,,,,3, ,,,3,,
fx)=e* 1

Kun x on ldhelld nollaa, f(x) = T (x). Virheen suuruus kasvaa kuitenkin nopeasti,
kun siirrytddn kauemmas kohdasta x = 0.

X e* 1+x virhe suhteellinen virhe
00 1 1 0 0,00%
0,1 1,01051... 1,1 0,051... 0,47%
0,5 1,64872... 1,5 0,148... 9,02%

1,0 2,71828... 2,0 0,718... 30,10%

Approksimaatiota voidaan parantaa lisddmalld polynomiin T; (x) vield yksi termi,
jolloin saadaan toisen asteen Taylorin polynomi T5(x) = 1 + x + cx?. Kerroin ¢ halu-
taan valita siten, ettd funktioiden f ja T> kuvaajien jyrkkyys muuttuu mahdollisim-
man samaan tahtiin. Tétd jyrkkyyttd kuvaa derivaatta, ja sen muutosta derivaatan
derivaatta eli toinen derivaatta. Valitaan siis kerroin ¢ niin, ettd 7" (0) = f"(0).
Lasketaan:

f(x)=¢e* To(x) =1+ x+cx?
f'x)=D(e*)=¢* T,(x)=D(1+x+cx?)=1+2cx
f'(x)=D(e*)=¢* T,(x)=D(1+2cx)=2c
ffoy=e=1 T}(0) =2¢
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Haluttu ehto T,/ (0) = f"(0) pétee siis, kun 2c = 1, eli ¢ = 1/2. Oikea toisen asteen
Taylorin polynomi on siis T>(x) =1+ x + %xz.

Ero alkuperidisen funktion f ja toisen asteen Taylorin polynomin vililld on jo
varsin pieni, kuten my6s seuraavasta taulukosta ndhd&dén.

X e* 1+x+ %xz virhe suhteellinen virhe
00 1 1 0 0,00%

0,1 1,01051... 1,05 0,00017... 0,016%

0,5 1,64872... 1,625 0,02372... 1,439%

1 2,71828... 2,5 0,21828... 8,030%

Approksimaatiota voidaan entisestddn parantaa lisdidmalld Taylorin polynomiin
korkeamman asteen termeja.

T3(x) =1+ x+3x2 + 1 x° +x+3x2+ 10+ et
|

4 1 0 1 2% -2 -1 o 1 2%
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2.2 Taylorin polynomin méiritelma

Madritelladn nyt tdsmallisesti, mitéd tarkoitamme Taylorin polynomeilla.

Taylorin polynomi. Olkoon 7 positiivinen kokonaisluku. Funktion f kohdassa x =
a kehitetty Taylorin polynomi T, on korkeintaan astetta n oleva polynomifunktio,
jolla on kohdassa x = a

¢ sama arvo kuin funktiolla f, eli T, (a) = f(a),
* sama derivaatan arvo kuin funktiolla f, eli 7, (a) = f'(a),

¢ samat korkeamman asteen derivaattojen arvot kertalukuun » asti,
eli TP (a) = f®(a), kun1 < k< n.

Madritelldadn lisdksi erikseen, ettd nollannen asteen Taylorin polynomi T, on
vakiofunktio, jolle pitee Ty(x) = f(a).

Taylorin polynomin kaava. Onnekkaasti Taylorin polynomien muodostamiseen
l6ytyy varsin yksinkertainen kaava.

Lause. Olkoon 7 > 0. Funktion f kohdassa x = a kehitetty
Taylorin polynomi T, on muotoa

Tp(x) = bo+ by (x— a) + ba(x — a)* + b3(x — a)® + -+ + bp(x — a)",
missd by = f(0) jakun 1 < k < n, kertoimet by ovat

_f(k)(a)
K

\ J

by

Taylorin polynomin kaava on siis

" 1 (n)

T =f@+ f@u-a+ 2 -2+ D e a4 LD
! n!

Kaavassa esiintyvd kertoma n! miiritellddn tulonan!=1-2-3----- (n—1)-n, missd

n on positiivinen kokonaisluku. Esimerkiksi 5! =1:2:3-4-5 = 120. Kaavan voi
kirjoittaa tiiviisti

x-a)k,

n flk)
T, (x) = Z f '(d)
k:() k-

kunhan sovitaan, ettd 0! = 1 ja merkitizn vield £ (x) = f(x).

Lauseen todistus. Lauseen muotoilun mukaisen polynomin T}, arvo kohdassa
X=aon

T,(a) = by + bi(a—a) + br(a—a)® + bs(a—a)® +--- + by(a— a)"
=b+ 0 + 0 + 0 +oe 4 0,
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joten tdmai arvo on sama kuin funktiolla f tdsmaélleen silloin, kun by = f(a). Tutki-
taan sitten polynomin T, derivaattoja. Jokainen derivointi pienentidd eksponent-
teja yhdelld, lisd4 termeihin kertoimen ja poistaa polynomista yhden termin:

T,(x)=by+b(x—a)+ bo(x—a)> + bs(x—a)® +---+b,(x—a)"
T/(x)= 0+ by +2by(x—a)+ 3bs(x—a@)? +--+nby(x—a)"!

T/(x)=0+ 0 + 2by +3-2bs(x—a@) +-+nn-Dby(x—a)"?

Lopulta polynomin T, kertaluvun k derivaatassa T,(lk) ensimmadinen nollasta poik-
keava termion k(k-1)(k—-2)----- 3-2- by, eli k! by. Kaikissa tdtd korkeamman
asteen termeissd on tekijdna (x — a), joten kun sijoitetaan x = a, saadaan

T® (@) = k! b +0+0+0+---+0.

f(k) (@)

ko
Esimerkki. Lasketaan funktion f(x) = sin x kohdassa x = 0 kehitetty viidennen
asteen Taylorin polynomi T5. Lasketaan ensin funktion f eri kertalukujen de-

rivaattoja, ndiden derivaattojen arvoja kohdassa x = 0, ja Taylorin polynomin
kertoimia.

Jotta tima olisi sama kuin £ (a), tiytyy olla by =

f(x) =sinx f(0)=sin0=0 by=0

f'(x) = Dsinx = cosx f'(0)=cos0=1 blzf,l('o) :%:

f"(x)=Dcosx=—sinx f"(0)=-sin0=0 by = f’;('O) = % =

f"(x)=D(-sinx)=-cosx f"(0)=-cos0=-1 bgz@:;—'lz—é

F"(x)=D(~cosx)=sinx  f"(0)=sin0=0 b= w - % _
®o 1 1

fO®(x) = Dsinx = cos x f®(0)=cos0=1 b5=%=a=ﬁ

Valitettavasti viidettd derivaattaa ei ole tapana merkitd f 1 (x) vaan tylsisti f B (x).

Laskettujen kertoimien avulla voidaan kasata koko polynomi:

Ts5(x) = by + bi(x—a) + bo(x—a)> + bs(x—a)® +ba(x—a)*+ bs(x—a)®
=0+1-(x=0)+0-(x=-0)?+(—¢2) - (x=03+0- (x = 0)? + 5 (x—0)°
= x—ix0+ g X°.
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LUKU 2. TAYLORIN POLYNOMIT

Taylorin polynomien himmastyttiva tarkkuus

5

Edellisen esimerkin Taylorin polynomi 75(x) = x — %xs + ﬁlox seuraa funktiota
f(x) =sinx ylldttavén tarkasti. Mitd tapahtuisi, jos termejd lisdttdisiin entisestddan?
Seuraavat termit on helppo laskea, silld derivaattalaskuissa havaittiin, ettd funk-
tiolle f(x) = sinx pétee f""(x) = f(x). Korkeampien derivaattojen arvot nollassa,
eli luvut f ) (0) toistuvat siis neljan derivoinnin vélein: 1,0, -1,0,1,0, -1, 0, ....
N4in on helppo muodostaa vaikkapa 25. asteen Taylorin polynomi:

1 1 1 1 1 1 1
Tos5(x) =x— — =P = — M - — B — X%,
3! 5! 7! 9! 11! 23! 25!

Polynomin T»s5 kuvaaja seuraa sinifunktiota hyvin jo useamman sinifunktion
jakson verran. Riittdvan suurilla muuttujan x arvoilla korkeimman asteen ter-
mi ﬁx% alkaa kuitenkin dominoida, ja polynomin arvot erkaantuvatkin sinin
arvoista nopeasti, kun |x| > 10.

On lahtokohtaisesti yllattavad, ettd kohdassa x = 0 kehitetty Taylorin polynomi
pystyy matkimaan sinifunktiota niin kaukana origosta. Polynomin laatimiseen
on kuitenkin kéytetty tietoja sinifunktion kédyttdytymisestd vain kohdassa x = 0
ja sen vilittdmassa ymparistdossd. Mysteerid voi tarkastella Taylorin polynomin
virhekaavan kautta.
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LUKU 2. TAYLORIN POLYNOMIT

2.3 Taylorin polynomin virhekaavat

Kehitetddn funktiolle f(x) kohdassa x = a asteen n Taylorin polynomi T, (x). Maa-
ritellddn Taylorin polynomin virhetermi R;, (x) luontevasti kaavalla

Rp(x) = f(x) = Th(x), eli  f(x)=Th(x)+ Ry(x).
Mikili funktion f asteen n derivaatta f on jatkuva lukujen a ja x rajoittamalla

suljetulla valilld ja £+ on olemassa lukujen a ja x rajoittamalla avoimella vilill,
péatee

Taylorin polynomin virhekaava

f(n+1)(t)

Bn(0) =70,

+1
x-a)™,

missé ¢ on jokin (Idhtokohtaisesti tuntematon) luku lukujen a ja x vélissa.

Yy

/ Tn

]|Rn(x)| f

|

NV :

t on jossakin taalla

Virhekaavan todistus vaatii hieman enemmaén tydkaluja kuin tdssid on mielekasta
kisitellda. Todistuksen pédpiirteet 16ytyvat liitteestd D sivulta 145 alkaen.

Akkiseltddn virhekaava vaikuttaa hyédyttomaltd, koska luku ¢ on tuntematon.
Lausekkeen fU**1(¢) arvolle voidaan kuitenkin usein antaa jonkinlainen yli- ja
alaraja, jolloin virhettd voidaan arvioida.

Esimerkki. Tarkastellaan, mitd virhekaava kertoo funktiolle f(x) = sin x kohdassa
x = 0 kehitetystd viidennen asteen Taylorin polynomista T5, jonka lauseke on
aiemman esimerkin perusteella Ty = x — %xz + —=x5. Kuinka hyvi approksimaatio

11 120
onsin(1) = T5(1) = 1 - 5 + 1557

Aiemman laskun perusteella f ®)(x) = cosx, joten f (n+1) () = f ®)(x) = d% cosx =
—sin x. Kohdan x = 1 virheeksi saadaan siis

£ ) (@)™ = —sin(t) (1-0)5+ = _sin(t)

Bs(D) == BEEEN 6l
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LUKU 2. TAYLORIN POLYNOMIT

missé ¢ on jokin luku vililtd [0, 1]. T4lld valilld sini saa positiivisia arvoja, joten

virhe R5(1) on negatiivinen. Taylorin polynomin antama likiarvo on siis liian suuri.

Koska —1 <sin ¢ < 1, virheen itseisarvolle saadaan seuraava yléraja:

sint
6l

_ Isint| 1

If)-TsW)=|Rs(D)| = |- 6l N6 720

=0,00138...

Voidaan siis todeta, ettd approksimaation sin(1) = 1 — % + m virhe on itseisarvol-
taan korkeintaan 1,4-10~ 3, Huomionarvoista on, ettei tahan arvioon tarvittu tietoa
sinifunktion tarkoista arvoista. Todellisuudessa virhe on tédtd ylarajaa pienempi,
silld pitee
sin(l) =1- 1 + L —0,00019568...
6 120

Itse asiassa virhekaavasta saa tiristettyd virheen itseisarvolle tiukemmankin yléira-
jan. Sinin Taylorin polynomeissa parittomat termit ovat nollia, joten x— z x + 5= 120 x°
on itse asiassa myos sinin kuudennen asteen Taylorin polynomin lauseke. Kos-
ka sinifunktion 7. derivaatta on —cos x, kuudennen asteen Taylorin polynomin
virheelle saadaan arvio

f(6+1) (D) ~ 0)6+1

|R6(1)| = m(l

1

— =0,00019841..
=7

7!

‘—cost

joka on varsin ldhelld todellista virhetta.

Taylorin polynomin toinen virhekaava. Vaadimme &dskeisessd virhekaavassa eri-
tyisesti, ettd funktiollamme f oli olemassa asteen n + 1 derivaattafunktio £,
Tdma4 oletus ei kuitenkaan ole tdysin tarpeellinen, silld ilmankin oletusta on mah-
dollista osoittaa, ettd Taylorin polynomi approksimoi funktiota hyvin pisteen a
ldheisyydessa.

Tama4 viite voidaan ilmaista toisenlaisena arviona virhetermille R;,(x), jonka muo-
toilemme nyt. Mikéli funktion f asteen n derivaatta f on jatkuva lukujen a
ja x rajoittamalla suljetulla vélilld, niin on olemassa sellainen funktio r,(x), ettd
voimme kirjoittaa

R,(x) =1, (x)(x—a)", missd )lcln}l rn(x)=0

Tama Taylorin polynomin toinen virhekaava siis ilmaisee yksinkertaisesti sen,
ettd jddnnostermi R, (x) suppenee kohti nollaa nopeammin kuin asteen »n polyno-
mifunktio (x — a)", silld virhetermissi esiintyy kertoimena ylimaérdinen nollaan
suppeneva tekijd r,(x). Kertoimen suppenemisnopeus tulee riippumaan siiti,
kuinka nopeasti asteen n derivaatan f”(x) arvot suppenevat kohti arvoa £ (a).

Téatd virhekaavaa on hieman vaikeampi soveltaa kdytdnnon arvioihin verrattuna
ensimmadiseen virhekaavaan, mutta se on teoreettisella tasolla vahvempi tulos.
My®6s toisen virhekaavan todistus loytyy liitteestd D sivulla 146.
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LUKU 2. TAYLORIN POLYNOMIT

Milloin siis Taylorin polynomi toimii kaukana kohdasta x = a?

Taylorin polynomit ovat ldhtdkohtaisesti tydkalu arvioimaan funktiota f kehitet-
tdvin kohdan x = a vélittomassa ldheisyydess4, eivatkad valttamattd tarjoa hyvid
arvioita kauempana pisteestd a. Koska Taylorin polynomien muodostamiseen
hyddynnetdin funktion ja sen eri asteiden derivaattojen arvoja ainoastaan koh-
dassa x = a, voi Taylorin polynomi epdonnistua ottamaan huomioon funktion
kayttaytymistd kauempana pisteestd a. Esimerkiksi funktiolle

.2
el/x, x#0

f(x):{o’ oo

16ytyy kylld jokaisen asteen n derivaattafunktio, mutta £ (0) = 0 kaikilla 7. Siis-
pé jokainen tdmain funktion Taylorin polynomi on yksinkertaisesti vakiofunktio
T, (x) = 0, joten Taylorin polynomit tarjoavat varsin huonon approksimaation
funktiolle f(x) kauempana pisteestd x = 0.

Vield suuremman ongelman tuottavat funktiot, jotka eivét ole derivoituvia kohdan
x = aldheisyydessi. Esimerkiksi kohdassa x = 1 kehitetyt Taylorin polynomit eivit
voi matkia rationaalifunktion f(x) = % kayttdytymistd kohdan x = 0 ymparistossa.
Nelidjuurifunktion derivaatta puolestaan saa mielivaltaisen suuria arvoja kohdan
x = 0 ympdristéssd, mitd polynomien on vaikea jéljitella.
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LUKU 2. TAYLORIN POLYNOMIT

On kuitenkin erikoistapauksia, joissa riittdvin korkean asteen Taylorin polynomi
tuottaa edelleen varsin hyvin arvion funktiosta vaikka piste x valittaisiin kauem-
paa. Ndin tapahtuu pédidasiassa silloin, kun funktion eri asteiden derivaatat eivat
kasva liian nopeasti.

Tarkastellaan nyt funktiota f ja sen kohtaan x = a kehitettyja eri asteiden n Taylo-
rin polynomeja T, . Jotta approksimaatio f(x) = T, (x) olisi hyvd my6s pisteessd x,

virhetermin
(x—a)"

(n+1)!
tulisi olla 1dhelld nollaa. Kiinnitettyd arvoa x tarkasteltaessa voidaan ajatella lause-
ke x — a vakiona, joten polynomin astetta n kasvatettaessa lauseke (n + 1)! kasvaa

paljon nopeammin kuin (x — @)”, kunhan n+ 1 > x — a. Termi ((xr;_?),; kutistuu siis
kohti nollaa.

Ru(x) = fU*(g).

Jollekin kiintedlle arvolle x approksimaatiosta f(x) = T, (x) saadaan siis kuinka
tarkka hyvinsa kdyttdmalld riittdvan korkean asteen Taylorin polynomia, kun-
han termi f (n+1) (1) kasvaa hitaammin kuin termi ((J;;ﬁ))? pienenee. Niin tulee
tapahtumaan monilla tutuilla funktioilla.

Esimerkiksi sinin tapauksessa f"*V () pysyy rajoitettuna, silld | "+ (1)| < 1
kaikilla 7 > 1. Sinin approksimointi halutulla tarkkuudella kuinka suurella valilla
[—x, x] tahansa on siis mahdollista, kunhan valitaan lukuun x sopiva polynomin
aste n. Tdhén liittyy harjoitustehtdva 18.

Lisdhuomio: Mainittakoon, ettd edelld todettujen seikkojen vuoksi sinifunktion
voi kuvata tarkasti ddrettomdlld summalla Taylorin polynomien termeji, eli niin
sanotulla Taylorin sarjalla:

) o X7 xd xU 00 (_1)/6 . x2k+1
sinx=x-——+—-—+—-"——+4.. =) |———
3 5 79 1N Z\ ek

Emme téssd tekstissd kisittele ddrettdmid summia tai Taylorin sarjoja tarkemmin.
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LUKU 2. TAYLORIN POLYNOMIT

Harjoitustehtivii

Tehtivi 10.

a) Laske funktiolle f(x) = e* kohdassa x = 0 kehitetty 5. asteen Taylorin poly-
nomi T5(x).

b) Laske T5(1). Miksi se on kelvollinen likiarvo Neperin luvulle e?

Vihje s. 154 — ( Toinen vihje s. 166 —>)

Tehtivid 11. Laske kiisin likiarvo luvulle v/5 kdyttden funktion f(x) = v/x kohdassa
x = 4 kehitettyd toisen asteen Taylorin polynomia. Anna vastaus murtolukuna.

Vihje s. 154 — ( Toinen vihje s. 167 —>j

Tehtdvad 12. Muodosta funktion f(x) = cosx kohdassa x = 0 kehitetty toisen
asteen Taylorin polynomi 7> (x). Vertaa funktioiden f ja T kuvaajia.

Vihje s. 154 — ( Toinen vihje s. 167 —>)

Tehtivad 13. Tarkastellaan kahta tapaa approksimoida logaritmifunktiota:

a) Muodosta funktiolle f(x) =In(x + 1) toisen asteen Taylorin polynomi koh-
dassa x =0.

b) Muodosta funktiolle g(x) = In x toisen asteen Taylorin polynomi kohdassa
x=1.

Mitd samaa ja miti erilaista ndissad Taylorin polynomeissa on?

Vihje s. 155 — (Toinen vihje's. 167 — )

Tehtédvi 14. Tehtdvdssd 10 funktiota f(x) = e* approksimoitiin 5. asteen Taylorin
polynomilla T5(x), joka oli kehitetty kohdassa x = 0. Laske Taylorin polynomin
virhekaavan avulla jokin ylédraja virheelle f(x) — T5(x), kun x = 1.

Vihje s. 155 — ( Toinen vihje s. 167 —>)

Tehtivéd 15. Miten approksimaatiot

1 1
\/1+xz1+5x ja \/31+x:1+§x

liittyvat Taylorin polynomeihin? Antavatko approksimaatio liian suuria vai liian
pienid arvoja? Millaisilla luvun x arvoilla virhe on pieni?

Vihje s. 155 — ( Toinen vihje s. 167 —>)
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Tehtidvd 16. Muodosta funktion f(x) = |x| kolmannen asteen Taylorin polynomi
kohdassa x = 1. Miksi Taylorin polynomit eivit toimi hyvin itseisarvofunktion
kanssa?

Vihje s. 155 — ( Toinen vihje s. 168 —>)

Tehtédvad 17. Kun x on ldhelld nollaa oleva, radiaaneissa mitattu kulma, péatee
varsin hyvi approksimaatio

sinx = x.

Osoita Taylorin polynomin virhekaavalla, ettd approksimaation virheen itseisarvo
1
5 -

Vihje s. 155 — ( Toinen vihje s. 168 —>)

Tehtidvi 18. Kuvitellaan, ettd haluat kirjoittaa tietokoneohjelman, joka osaa las-
kea trigonometrisille funktioille likiarvoja kdyttden vain peruslaskutoimituksia.
Erds (joskaan ei suinkaan ainoa tai paras) tapa olisi kiyttdd Taylorin polynomeja,
saahan polynomien arvot laskettua yhteen-, vidhennys- ja kertolaskuilla.

on korkeintaan

Kehitetdan siis funktiolle f(x) = cosx Taylorin polynomi kohdassa x = 0. Kuin-
ka korkean asteen Taylorin polynomia tdytyy kayttdd, jotta kaikilla muuttujan x
arvoilla vililld [—7, 7] virhe olisi varmasti itseisarvoltaan korkeintaan 10782

Vihje s. 156 — ( Toinen vihje s. 168 —>)

Tehtidvi 19.

Olkoon 7 positiivinen kokonaisluku. Muodosta funktioille f(x) = e*, g(x) = cosx
ja h(x) = sin x kohdassa x = 0 kehitetyt asteen n Taylorin polynomit E(x), C(x) ja
S(x). Osoita, ettd pitee

E(ix)=C(x)+i-S(x),

miss4 i on kompleksilukujen imaginaariyksikko, jolle pitee i® = —1.

Huomautus. Tdmdi tulos on jokseenkin léheistd sukua kompleksifunktioiden Eule-
rin kaavalle e'* = cos x + i sin x.

Vihje s. 156 — ( Toinen vihje s. 169 —>]
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Tehtidva 20. Funktion f derivaattaa kohdassa x voidaan approksimoida erotus-
osaméadralla:

fx+h) - f(x)

Y

missd h on ldhelld nollaa oleva positiivinen tai negatiivinen luku. Oletetaan, ettd
toinen derivaatta f” on jatkuva lukujen x ja x + h muodostamalla suljetulla vilill4,
ja ettd tdlla vélilla toisen derivaatan itseisarvon suurin arvo on | () | = M. Osoita,
ettd approksimaation absoluuttinen virhe on korkeintaan %M |hl.

Vihje s. 156 — ( Toinen vihje s. 169 —>]

Tehtava 21. Tehtdvdn 20 epdsymmetristd kaavaa parempi tapa approksimoida
derivaattaa on keskusdifferenssi

o) =

fx+h) - f(x—h)

fo= 2h

missd & on pieni positiivinen luku. Oletetaan, ettd valilld [x — &, x + k] kolmas
derivaatta f” on jatkuva ja sen itseisarvolle pdtee | f” ()| < M. Osoita, ettd talloin
keskusdifferenssin absoluuttinen virhe on korkeintaan %M h?. Tdama on merkittavi
parannus epasymmetrisen erotusosamadrdn tapaukseen ndhden: kun / on ldhelld
nollaa, h? on paljon pienempi kuin |A|.

Vihje s. 156 — ( Toinen vihje s. 170 —>]
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3 Differentiaalilaskennan perusteita

Esitimme tdssd luvussa matematiikan yleissivistystd ja tulevia lukuja varten pari
keskeistd méairitelmad ja tulosta, jotka liittyvit jatkuvuuteen ja derivoituvuuteen.
Tulemme tdssd luvussa my0s soveltamaan tarkempaa matemaattista tdsmallisyyt-
td, ja antamaan tarkat madritelmit kisitteille kuten raja-arvo ja jatkuvuus, silld
nditi ei aina kdyda l4pi lukion oppiméérassa.

Yleisesti timén kirjan tavoite ei ole tdhdita tdydelliseen matemattiseen tarkkuu-
teen, silld se menisi osittain myos pééllekkdin yliopistomatematiikan oppimaaran
kanssa, mutta tdma luku on suunnattu lukijalle, joka kaipaa hieman tdsmaillisem-
pad kisittelyd lukiossa esitetyille analyysin peruskdasitteille. Tdssa luvussa késitel-
tyja todistuksia ei tarvitse kdyda lapi tulevien lukujen sisdllon ymmartdmiseksi.

3.1 Raja-arvo

Aloitamme lukujonon raja-arvon tdsmaéllisestd méaritelmasta.

Lukujonon raja-arvon maaritelma
Reaalilukujonolla (x,) on raja-arvo x, merkitddan x = r}im X5, mikali
—00

kaikilla € > 0 on olemassa positiivinen kokonaisluku N siten, ettd

|x,—x|<e€ kaikilla n > N.

] ]
‘ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

123 4 N "
Ensimmadistd kertaa ndhtynd madritelméd saattaa nédyttdd melko vieraalta tai tek-

niseltd, mutta silld on luonnollinen tulkinta. Madritelma viitti4, ettd miten ta-
hansa pieni etdisyysluku € > 0 valitaankin, niin jostakin, mahdollisesti suuresta,
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indeksistd N ldhtien lukujonomme péityy alle luvun ¢ etdisyydelle raja-arvostaan.
Erityishuomio on, ettd indeksi N riippuu luvun ¢ valinnasta. Siis mitd pienempi €
valitaan, sitd lihemmaéksi jonon jdsenet saadaan raja-arvosta etenemalld jonossa
riittavan pitkalle.

Lukujonon raja-arvon médritelmé&3 voi ajatella pelind, jossa vastustaja antaa pie-
nen etdisyyden € > 0, ja pelaajan on tarkoitus 16ytdd indeksi N, josta ldhtien jono
pysyy alle etdisyyden € pddssi viitetystd raja-arvostaan. Mikili pelaaja voittaa ai-
na, niin raja-arvo on viitetty luku. Jos taas vastustaja keksii sellaisen luvun ¢, jolla
jono aina toisinaan karkaa pidemmdlle vditetystd raja-arvosta, niin madritelm3 ei
toteudukaan ja raja-arvoa ei ole olemassa.
sin(n)

Vi
non (x,) raja-arvo on 0. Todistetaan tima kayttamalld raja-arvon méaritelmaa.
Madritelmad kéyttdessd todistus alkaa aina seuraavalla virkkeelld: Olkoon € > 0.
Kiinnitimme siis mielivaltaisen positiivisen luvun ¢, ja pyrimme nyt 16ytaméain
sopivan luvun N, jolla madritelmédn ehto

Esimerkki. Olkoon (x;) jono x, = missd n =1,2,3,.... Vditimme, ettd jo-

|xn— x| <& kaikilla n > N

toteutuu. Epéyhtild |x, — x| < € saa nyt muodon % < £. Koska sinifunktion

arvot on rajattu vilille [-1,1], pétee |sin(n)| < 1 kaikilla n. Snspa riittdisi tutkia
epiyhtilod - 7n <& joka voidaan myds kirjoittaa muotoon n > ;. Témd ndyttédd jo
melko hyviltd, silld varmasti riittdvén isoilla luvuilla n tallalnen epdyhtilo pitee.
Pdidsemme tdssd itse asiassa soveltamaan erdstd reaalilukujen perusominaisuutta,
niin sanottua Arkhimedeen lausetta.

Arkhimedeen lause

Kun r on miké tahansa reaaliluku, niin on olemassa
kokonaisluku N siten, etta N > r.

Erityisesti jos valitaan r = lz, niin 16ytyy sellainen (positiivinen) kokonaisluku N,

ettd N> . Tdmd N kelpaa meille, silléd nyt jos n > N, niin

1 1 1
Isin(n)| <L b

Vi VA VN Ve

Siis véite on todistettu, koska l16ysimme jokaiselle € > 0 riittdvdn suuren indeksin
N, josta ldhtien jonon jdsenet pysyvit alle etdisyyden € pddssd raja-arvostaan.

|en = x| =
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Funktion raja-arvo

Raja-arvosta on myos funktioille oma versio, jota kutsutaan funktion raja-arvoksi.
Ideatasolla funktion raja-arvossa on kyse siitd, mitd lukua annetun funktion f(x)
arvot ldhestyvit, kun pisteen x annetaan ldhestyd jotain kiinnitettya pistettd xo.

Késittelemme téssd funktioita f : I — R, jotka ovat méadriteltyja jossain reaaliluku-
jen osajoukossa I ja saavat reaalilukuarvoja. Tdssd funktion médrittelyjoukko I voi
esittdd koko reaalilukujen joukkoa R tai vaikkapa avointa, puoliavointa tai suljet-
tua vilid. Sallimme myos yleisemmait tilanteet, mutta tdssa tekstissd keskitymme
edelld mainittuihin perustapauksiin.

Funktion raja-arvon méiritelma

Funktiolla f(x) on raja-arvo y pisteessa xp, merkitdan y = xhrrxl fx),
—Xo

mikaéli kaikilla € > 0 on olemassa luku 6 > 0 siten, ettd

|f0)-y|<e, kun 0 < |x— xo| <§6.

Myds tdma médritelma voi vaikuttaa aluksi hieman hdmaériltd. Oleellisesti ottaen
se sanoo, ettd mikd tahansa pieni etdisyys € > 0 valitaankin, niin funktion arvot, eli
luvut f(x), saadaan enintdén etdisyyden € pddstd sen raja-arvosta y, kunhan piste
x valitaan riittdvén ldhelta pistettd xq (eli |x — xp| < 6 jollain pienelld luvulla 6 > 0).
Erityisesti 6 riippuu luvun ¢ valinnasta. Médéritelméd antaa siis matemaattisesti
tdsmaéllisen tavan ilmaista sen, ettd f(x) on ldhelld arvoa y, kun x on ldhelld
pistetta xp.

y
b+eg t--------------- % ****** S ——
h—e t-———---————— e _____

r
|
|
!
!
|
|
!
!
]

|
|
!
!
|
|
!
!
]
T

T T
Xo—0 Xo Xo+0

Tyypillisesti piste xy on jokin piste funktion méérittelyjoukossa I, mutta tarkasti
katsottuna yllad oleva médritelma ei vaadi, ettd funktio f olisi madritelty pisteessd
Xo. Tdm4 ilmenee ehdosta 0 < |x — x| < 6, jonka mukaan x # xo, ja piste x on
korkeintaan etdisyyden 6 pddssi pisteestd xp.

Teemme vield pienen tdsmennyksen mééritelmé@én: Riittdd, ettd madritelméin ehto
péatee niille vélin | xy — §, xp + [ pisteille x # xp, jotka kuuluvat funktion méaritte-
lyjoukkoon I. Ei haittaa, vaikka f ei olisi madritelty kaikissa pisteissd pisteen xp
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lahelld, mutta vaadimme, ettd vaikka 6 olisi kuinka pieni, pisteen xy ympéaristdstd
16ytyy aina pisteitd x, joissa f(x) on médritelty. Tarkka termi téllaiselle pisteelle xp
on médrittelyjoukon I kasaantumispiste, mutta emme mene tdssi syvemmadlle
yksityiskohtiin.

Riittdad muistaa, ettd jos funktio f on maidritelty esimerkiksi avoimella valilla
I =]a, b|, niin midritelmé& antaa tavan puhua funktion f raja-arvosta myos pdite-

pisteissd a ja b, mikdli tillainen raja-arvo on olemassa.
2

Esimerkki. Funktio f(x) = X

me silti, ettd silld on pisteessd 1 olemassa raja-arvo lin} fx)=2.
X—

ei ole médritelty pisteessd xp = 1, mutta viitdm-

Kuten lukujonon raja-arvossa, timén asian todistaminen alkaa virkkeelld: Olkoon
£ > 0. Haluamme nyt 16ytéa riittdvan pienen luvun 6, ettd ehto

lf)-2|<e,  kunO<|x-1/<6
toteutuu. Sieventdmalld saadaan, kun x # 1,

-1 (x+Dx-1)

= +1.
x-1 (x-1

Siispd | f(x)—2| = |[x+1-2| = |[x—1]|. Nyt halutaan valita luku 6 > 0 niin, ettd ehdosta
|x — 1| < 0 seuraa ehto | f(x) — 2| = |x — 1| < €. Mutta tdhin selvisti riittd4 valinta
0 = ¢, silld silloin ndma ovat sama epayhtélo. Siispd viite on todistettu. Tiivistden,
ndytimme, ettd kun argumentin x arvot ovat etdisyyden 0 pddssd pisteestd xp =1,
niin my0s funktion arvot ovat annetun etdisyyden ¢ pdastd funktion viitetysta
raja-arvosta 2.

3.2 Jatkuvuus

Funktion raja-arvon késitteen avulla voimme maééritelld myos luonnollisella ta-

valla funktion jatkuvuuden. Jos xy on piste funktion mééarittelyjoukossa, niin sa-

nomme, ettd funktio f on jatkuva pisteessi xp mikili f(xp) = lim f(x). Jatkuvuus
X—Xo

tarkoittaa siis yksinkertaisesti sitd, ettd funktio saa pisteessd xy raja-arvokseen
oman arvonsa f(xp). Funktio on jatkuva, mikili se on jatkuva jokaisessa médritte-
lyjoukon pisteessédén.

Jatkuvuudesta puhuttaessa esiintyy usein myos ilmaus "jatkuva suljetulla valilla
[a, b]”, joka saattaa olla hieman harhaanjohtava. Kdytdnnon syisté tima virke tulee
tulkita vditteend, ettd tutkittava funktio f on jatkuva, kun sen méarittelyjoukoksi
asetetaan suljettu vili [a,b]. Tdma& sopimus ratkaisee epéselvyyden tapauksissa,
joissa funktio f on alunperin médritelty myos suljetun vilin [a,b] ulkopuolella ja
kayttaytyy epdjatkuvasti, kun vélin [a,b] péddtepisteitd 1dhestytddn vélin ulkopuo-
lelta.
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Jatkuvilla funktioilla on paljon ndppérid ominaisuuksia, joihin haluamme pureu-
tua seuraavaksi, mutta késitellddn ensin vield yksi tdrked reaalilukuja koskeva
peruskasite.

Supremum ja infimum

Olkoon A joku reaaliluvuista koostuva joukko. Joukolla A on yldraja M’, jos luvulle
M’ pitee

x < M’ kaikilla luvuilla x joukossa A. )
Jos joukolla on yldraja, niitd on aina enemmaén kuin yksi, silld my6s kaikki jotakin
yldrajaa M’ suuremmat luvut ovat yldrajoja. Joukon A supremum M on kaikista
yldrajoista pienin, eli M < M’ kaikilla luvuilla M’, jotka toteuttavat ehdon (1).

Supremumia merkitddn M = sup A. Vastaavalla tavalla voidaan méaritelld myos
suurin alaraja eli infimum, joka on suurin luku m, joka toteuttaa ehdon m < x
kaikilla x € A. Joukon A infimumia merkitdédn inf A.

Supremum ja infimum ovat jossakin mielessé yleistykset késitteille maksimi ja
minimi. Jos joukolla on maksimi, niin se on aina my6s joukon supremum. Mutta

esimerkiksijoukolla A = {%, %,%,%, .. } ei ole olemassa maksimia, silld jokaisella sen
alkiolla - 16ytyy joukosta aina suurempi alkio Z—ié Voidaan kuitenkin osoittaa,

ettd joukolla A on supremum sup A = 1.

Keskeinen reaalilukujen supremumiin liittyvd ominaisuus on seuraava perustulos.

Reaalilukujen tiydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalld ylhaaltd rajoitetulla reaalilukujen
joukolla on olemassa supremum.

Vastaavasti jokaisella epadtyhjélld alhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on ole-
massa infimum.

T4dma4 on itse asiassa niin keskeinen ominaisuus reaaliluvuista, ettd se otetaan
usein osaksi reaalilukujen méadritelmé&a. Se on siis tyypillisesti fakta jota ei todisteta,
niin sanottu aksiooma, joihin kaikki muu matematiikka perustuu. Tama kuitenkin
riippuu reaalilukujen médrittelytavasta, silld reaaliluvut voidaan méaritellda mo-
nella yhtépitavilld menetelmalli. Tavasta riippuen ylldoleva tulos supremumista
saatetaan myos todistaa. Otamme sen tissd aksioomaksi.

Késittelemme seuraavaksi keskeisen perustuloksen jatkuvuudesta, joka sanoo
seuraavaa.
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Jatkuvien funktioiden viliarvolause
Olkoon f jatkuva funktio vililld [a, b]. Tdll6in se saa vilin [a, b] sisdlld
jokaisen arvon lukujen f(a) ja f(b) vélissa.

Toisin sanoen: jos f(a) < u < f(b) tai f(b) > u > f(a), niin jollakin
vdlin [a, b] pisteelld c patee f(c) = u.

a b

Kuva 1. Jatkuvien funktioiden véliarvolause.

Lause siis sanoo, ettd jatkuva funktio ei voi hypéatd vélillad [a, b] minkd4n paitepis-
teiden arvojen vilissd olevan arvon yli. Geometrisesti intuitiivinen tapa ymmartaa
tdma on, ettd jatkuvan funktion kuvaaja ei voi hypatd minkd4n vaakasuoran suo-
ran yli.

Tamin lauseen tdrked erikoistapaus on niin sanottu Bolzanon lause, joka sanoo
seuraavaa.

Bolzanon lause

Jos jatkuva funktio saa erimerkkiset arvot pisteissd a ja b,
niin silld on nollakohta avoimella vililld | a, b|.

Kdyd&an nyt 1dpi jatkuvien funktioiden véliarvolauseen todistusidea tiivistettyna
tdrkeimpiin yksityiskohtiin.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd funktio ei saa jotakin arvoa u arvojen f(a) ja
f(b) vilissd. Kdyddan symmetrian vuoksi vain tapaus f(a) < u < f(b) ldpi.

Olkoon S niiden pisteiden x joukko, jotka kuuluvat vélille [a, b], ja joilla f(x) < u.
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Talloin S on epityhji, silld a on tillainen piste, ja S:114 on selvi ylédraja b. Siis silld
on myo6s supremum sup S = ¢. Tutkimme nyt mahdollisia tapauksia.

Tapaus 1: Jos f(c) = u. Tdll6in viite on todistettu. Naytdmme seuraavaksi, ettd
muut tilanteet johtavat ristiriitaan.

Tapaus 2: Jos f(c) < u. Olkoon € > 0 riittdvdn pieni niin, ettd f(c) + € < u. Jatkuvuu-
den perusteella 16ytyy 6 > 0 siten, ettd jos ¢ < x < ¢+6, niin | f(x) — f(c)| < €. Mutta
talloin f(x) < f(c) + € < u, joten x kuuluu joukkoon S. Siis c ei olekaan joukon S
yldraja, silld x > ¢, mika on ristiriita.

Tapaus 3: Jos f(c) > u. Etsimme nyt ristiriidan ndyttdmalld, ettd télloin f saa
suurempia arvoja kuin u joukossa S. Olkoon ¢ > 0 niin pieni, ettd u < f(c) —e.
Olkoon 6 > 0 nyt sellainen, ettd f(x) > f(c) —¢, kun |x — ¢| < 6 (jatkuvuuden
madritelmén nojalla). Jos joukossa s ei olisi pistettd x, jolle c — 6 < x < ¢, niin c ei
olisi pienin yldraja vaan c — 6 olisi pienempi ylédraja. Siis tédllainen x 16ytyy, ja nyt
f(x) > f(c) — € > u, miki on ristiriita, silld f(x) < u joukossa S.

Tutkitaan seuraavaksi jatkuvien funktioiden diriarvoja. Tdhin liittyy pari helppoa
peruskdsitettd. Sanomme, ettd funktio f on ylhéélta rajoitettu, jos 16ytyy luku
M siten, ettd f(x) < M kaikilla pistelld x funktion méérittelyjoukossa. Vastaavasti
f on alhaalta rajoitettu, jos f(x) > m jollain m ja kaikilla x. Lukuja M ja m
kutsutaan ndissi tapauksissa vastaavasti funktion yla- ja alarajoiksi.

Sanotaan lisdksi, ettd funktio saavuttaa jossain pisteessid x suurimman arvonsa
eli maksimin, jos f(x) > f(y) kaikilla pisteilld y funktion méérittelyjoukossa, eli
jos f(x) on funktion yldraja. Vastaavasti funktio saavuttaa pienimmain arvonsa
eli minimin, jos se saavuttaa jossakin pisteessd oman alarajansa. Niitd arvoja
kutsutaan funktion d@ériarvoiksi.

Jatkuvat funktiot ovat mukavia, silld suljetulla vélilld niilld on aina suurin ja pienin
arvo.

Weierstrassin lause (jatkuvien funktioiden dédriarvolause)

Mikali funktio f on jatkuva vélilld [a, b], silld on
valilld [a, b] suurin ja pienin arvo.

Todistus. Osoitetaan suurimman arvon tapaus, ja pienimmaén arvon tapaus me-
nee samalla tavalla. Osoitetaan ensin, ettd f on ylhailta rajoitettu vélilla [a, b].

Jos funktio f ei olisi ylhdilta rajoitettu, niin jokaisella positiivisella kokonaisluvulla
loytyisi piste x;, vililtd [a, b] siten, ettd f(x,) > n.

Tarvitsemme nyt perustuloksen reaalilukujonoista, jonka todistuksen jaitimme
kuitenkin vilistd. Tulos sanoo, ettd ylhdiltd ja alhaalta rajoitetulla jonolla on aina
osajono joka suppenee. Eli pisteistd x;,x,... voidaan jattdd osa pois niin, ettd
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tuotetaan uusi jono y1,y»,..., jolla on olemassa raja-arvo y = lim,_.o, ¥5. Tulos ei
ole hirvedn vaikea todistaa, mutta hieman ty6lds. Se vaatii, ettd ensin jonosta (x;)
loydetddn kasvava tai laskeva osajono, ja sitten perustelun, etti kasvava/laskeva
jono joka on ylh&iltéd/alhaalta rajoitettu suppenee aina.

Siispé jonolle (x,) 16ytyy osajono (y,), joka suppenee johonkin pisteeseen y. Piste
y on edelleen vililld [a, b] (jatdmme harjoitustehtédviksi), joten voimme nyt jat-
kuvuuden perusteella péitelld, ettd jono f(y,) suppenee kohti arvoa f(y). Mutta
jono f(yy) kasvaa rajatta, silld (y,) oli osajono jonosta (x;), jolle f(x,) > n. Tdma
ristiriita ndyttdd vihdoin, ettd funktio f on ylhaéalta rajoitettu vélilla [a, b].

Koska f on ylh&ilta rajoitettu, on sen arvoilla f(x) olemassa supremum M vililla
[a, b]. Vditdmme, ettd supremum M on itse asiassa maksimi, eli ettd se saavutetaan
jossain pisteessd. Jokaisella 7 voimme nimittdin 16ytda pisteen x,, jolle f(x,) >
M- %, silld muuten M — % olisi pienempi alaraja kuin M. Etsitddn jonolle (x,) taas
osajono (y;) joka suppenee. Talldin

M> f() = lim f(yn).

Toisaalta, jos f(yn) > M — % kaikilla n, niin vdistimatta nlirn f(yn) = M. Siispd
—00

M > f(y) > M, joten f(y) = M. Viite on todistettu, silld f saavuttaa maksiminsa

pisteessa y. O

3.3 Derivoituvuus

Maidritelldan seuraavaksi, mita funktion derivoituvuus tarkoittaa. Derivaatan méaa-
ritelmad siséltyy lukion oppimé&édraédn: Derivaatta médritellddn erotusosamiérian
raja-arvona.

Derivaatan maaritelma

Sanotaan, ettd avoimella vililld ] a, b[ méaritelty funktio f on
derivoituva timén vilin pisteessd x, jos erotusosamaaralla

fx+h) - f(x)
h

d
on raja-arvo, kun h — 0. Tit4 raja-arvoa merkitddn f’(x) tai d—f,
X

ja sitd kutsutaan funktion f derivaataksi kohdassa x.

. J

fx+h)—-f(x)
h

Tutkimme tadssa siis funktion erotusosamairii D(h) = muuttujan h
funktiona, ja puhumme sen raja-arvosta kun i — 0 kédyttden aiemmin esittele-
méadmme funktion raja-arvon méairitelméaa. Tdssi erityisesti piste 0 ei kuulu ero-
tusosamadran D(h) midrittelyjoukkoon, mutta vaadimme derivoituvuudessa silti,
ettd silld on raja-arvo tdssé pisteessa.
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Derivaatan madritelmastd ldhtien voidaan todistaa erilaisille funktioille derivointi-
kaavat, kuten % (x3) = 3x2. Keskitymme seuraavaksi tiettyihin keskeisiin tuloksiin
derivoituvista funktioista.

Fermat’n lause ddriarvoista

Olkoon funktio f jatkuva vililla [a, b] ja derivoituva vélilld | a, b|.
Jos f saavuttaa suurimman tai pienimmaén arvonsa avoimen
vilin ] a, b[ pisteessi ¢, niin f’(c) = 0.

Todistus. Kasitelladn tapaus, jossa f(c) on funktion maksimi. Erotusosamaaria
tutkimalla havaitaan, ettd jos & > 0, niin

fw+JU—fw)<fhﬂ—fw):

0.
h h
Toisaalta
fle=h-flc) _ fle)-f(c)
= =0.
—-h —-h
Epéyhtilot sdilyvit, kun otetaan raja-arvo kun k — 0, joten f'(c) = 0. O

Fermat'n lause sanoo erityisesti, ettd derivoituva funktio saavuttaa suljetulla valilla
ddriarvonsa joko vilin péditepisteissé tai derivaatan nollakohdassa. Siitd voidaan
myds johtaa seuraava tirked aputulos.

Rollen lause
Jos funktio f on jatkuva vélilld [a, b], derivoituva valilld ] a, b|, ja
f(a) = f(b) =0, niin vililtd ] a, b[ 16ytyy piste &, jolle f'(&) = 0.

Téassd kéytetty kirjain ¢ on kreikkalainen ksii.

Kuva 2. Rollen lause.
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Todistus. Koska f on jatkuva, se saavuttaa ddriarvonsa vélilld [a, b]. Jos sekd mak-
simi ettd minimi saavutetaan pdatepisteissd, niin molemmat ovat oletuksen pe-
rusteella arvoltaan 0. Talloin f(x) = 0 kaikissa vélin pisteissd, jolloin selvdsti viite
on totta.

Jdljelle jadvassa tapauksessa funktio f saavuttaa ainakin yhden ddriarvoistaan
avoimella vililld ] a, b[. Tdlloin viite seuraa edellisestd lauseesta. O

Kéydaan vield ldpi hyvin keskeinen derivoituvuuteen liittyva lause, jota tulemme
soveltamaan monella tapaa tulevissa luvuissa.

Differentiaalilaskennan viliarvolause

Jos funktio f on jatkuva vililld [a, b] ja derivoituva vililld ] a, b|,
niin véliltd ] a, b[ 16ytyy piste &, jolle patee

fb) - fla)
Er—

o )

@)=

Sanomme jatkossa differentiaalilaskennan véliarvolausetta vain véliarvolauseeksi.
Huomataan, ettd véliarvolause on suora yleistys Rollen lauseesta, ja sen todistus
perustuukin Rollen lauseeseen.

S

Q@

Kuva 3. Viliarvolause takaa sopivan tangentin olemassaolon.

Todistus. Viite seuraa suoraan Rollen lauseesta sovellettuna uuteen funktioon

—f(b) : Z:(a) (x—a).

gx)=f(x)- fla) - Y

Nimittdin helposti ndhdéin, ettd g(a) = g(b) = 0, ja Rollen lauseen nojalla seu-
raa, ettd jollakin pisteelld & €]a, b[ on g’ (&) = 0. Laskemalla funktion g derivaatta
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saadaan Fb) - f(@
- f(a
0=g'(O)=f(§) - —L—,
g)=11(© b a
mistd siirtdmalld termit eri puolille saadaan haluttu kaava (2). O

Geometrisesti viliarvolause sanoo, ettd jos vélin [a, b] pditepisteisiin sovittaa
suoran, joka kulkee funktion kuvaajan pisteiden (a, f(a)) ja (b, f (b)) kautta, niin
funktiolla taytyy télld vililld olla jossain pisteessd ¢ tangentti, jonka kulmakerroin
f'(&) on sama kuin télld suoralla.

Harjoitustehtaviad

Tehtivid 22. Osoita raja-arvon méiritelmaéstd, ettd jonon x, = % raja arvo on 0.

Vihje s. 156 — ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtivid 23. Osoita, ettd funktion f(x) = ﬁ raja-arvo kohdassa x =2 on 1.

Vihje s. 156 — ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtidvd 24. Osoita raja-arvon madritelmasta ldhtien, ettd jonolla x, = (-1)" ei

]
=
(¢’]
=
£
R
o
=
<
]
(>

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje s. 170 —>]

Tehtivi 25. Olkoon f: [0,1] — [0, 1] jatkuva kuvaus, eli f on méiritelty ja saa
arvoja vélilla [0,1]. Osoita, ettd funktiolla f on kiintopiste x, eli ettd yhtdlolla
f(x) = x on ratkaisu vélilla [0, 1].

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje s. 170 —>]

Tehtdva 26. Osoita raja-arvon maédritelmén avulla jatkuvien funktioiden dériarvo-
lauseessa kéaytetty aputulos: Jos jonolla (y,;) on olemassa raja-arvo y, ja jokainen
jonon jdsen y, on luku valilta [a, b], niin my0s y on luku vélilta [a, b].

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje s. 171 —>)

Tehtava 27. Osoita vidliarvolauseen avulla, ettd jos f on jatkuva, derivoituva, ja
f'(x) = 0 kaikilla reaaliluvuilla x, niin f on vakiofunktio.

Vihje s. 157 — [ Toinen vihje s. 171 —>)

&
=
8
<
[=*H
N
&
o
»
S
=
o

ettd jos f on jatkuva, derivoituva, ja f’(x) > 0 kaikilla x, niin
f on aidosti kasvava funktio.

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje s. 171 —>)

45



4 Konveksit funktiot

Konveksisuus (eng. convex) on perustavanlaatuinen késite matematiikassa, jolla
on monipuolisia sovelluksia eri matematiikan osa-alueilla. Kontekstista riippuen
konveksisuus voi tarkoittaa hieman eri asioita. Geometrisen kappaleen konveksi-
suus tarkoittaa sitd, ettd jos kappaleesta valitaan mitkd tahansa kaksi pistett, niin
niiden vélille piirretty jana on edelleen kappaleen sisdlla. Esimerkiksi ellipsit ja
suorakulmiot ovat konvekseja kappaleita.

Konveksi kappale Epékonveksi kappale

Geometrista konveksisuutta voidaan tdsmentédi kayttdmalld vektorinotaatiota:
Olkoon S geometrinen kappale, eli esimerkiksi tason R? tai kolmiulotteisen avaruu-
den R3 osajoukko. Tilléin S on konveksi, jos jokaisella kappaleeseen S kuuluvalla
pisteparilla x,y ja vakiolla A, missd 0 < A < 1, myds piste

1-AN)x+Ay

kuuluu joukkoon S. Tdma lauseke nimittdin esittdd jotakin pistettd pisteiden x ja
y véliselld janalla, missad parametri A kertoo mistd kohtaa janaa piste on valittu
(esim. parametrilla A = 1/2 saadaan janan keskipiste (x + y)/2).

Kappaleen konveksisuudella on my6s tiarked sidos sen reunan kaarevuuteen. Kak-
siulotteinen kappale on konveksi tdsmaélleen silloin, kun sen jokaista reunapistettd
sivuaa suora siten, ettd kappale jad kokonaan suoran toiselle puolelle (suora mu-
kaan lukien). Sama patee kolmessa ulottuvuudessa, kun suora korvataan tasolla.
Lyhyesti sanottuna tdma tarkoittaa, ettd konveksin kappaleen reuna on kupera.

Tdhén liittyy my0s perustavanlaatuinen tulos kahden konveksin kappaleen erotte-
lusta, nimelti erottavan hypertason lause. Kahdessa ulottuvuudessa lause sanoo
seuraavaa.
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Lause (Erottavan hypertason lause tasossa)

Jos kaksi tason konveksia kappaletta eivit leikkaa, niiden vlille
voidaan piirtda sellainen suora, ettd molemmat kappaleet ovat
suoran eri puolilla.

\ J

Suoran koskettaminen sallitaan tdssd myos. Kolmessa ulottuvuudessa suoran voi
taas korvata tasolla, ja lause pitee vastaavalla tavalla my6s useampiulotteisille
kappaleille. Hahmottelemme todistusidean lyhyesti.

¢
Kuva 4. Konveksien kappaleiden erityisominaisuuksia.

Todistus. Olkoon S ja T kaksi tason konveksia kappaletta, jotka eivét leikkaa toi-
siaan. Oletetaan tdssd, ettd molemmat kappaleet ovat rajoitettuja (eivat sisélla
pisteitd mielivaltaisen kaukana toisistaan, esim. puolitaso ei ole rajoitettu) ja sul-
jettuja (kappaleet sisdltdvit oman reunansa). Ensimmdiinen idea todistuksessa on
tutkia, mika on lyhin etdisyys, joka kappaleiden S ja T pisteiden vililtd voidaan
l6ytdd. On mahdollista osoittaa, ettd 16ytyy sellaiset pisteet A ja B kappaleiden
Sja T reunoilta, jotka minimoivat tdmén etdisyyden. Pisteiden A ja B etdisyytta
sanotaan myos kappaleiden S ja T etdisyydeksi.

Piirretddn nyt pisteisiin A ja B kaksi suoraa ¢, ja ¢», jotka ovat kohtisuorassa
janaa AB vasten. Vditdmme, ettd ndiden yhdensuuntaisten suorien ¢, ja ¢, vililta
ei 16ydy yhtddn kappaleiden S ja T pistettd. Jos esimerkiksi télta vililtd 16ytyisi
kappaleen S piste C, niin my0s koko janan AC téytyisi sisdltyd kappaleeseen S
konveksisuuden perusteella. Mutta koska janan AC muodostama kulma janan
AB kanssa on terdvi, voidaan tasogeometrialla osoittaa, ettd janalta AC 16ytyy
pisteitd, jotka ovat ldhempina pistettd B kuin piste A. Tdma on ristiriita, silld A ja
B olivat sellaiset pisteet, jotka minimoivat kappaleiden S ja T etdisyyden, joten
suorien ¢, ja ¢, vilill4 ei voi olla kappaleiden pisteitd. Talloin miké tahansa janaa
AB leikkaava kohtisuora suora erottelee kappaleet S ja T puolilleen.

Lause patee myos silloin, kun kappaleet S ja T ovat rajoittamattomia. Esim. paraa-
beli rajaa tasosta rajoittamattoman konveksin alueen. Tadssd tapauksessa todistus
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vaatii lisdksi rajankdyntiargumentin, jossa rajoittamatonta aluetta ldhestytdan
rajoitetuilla konvekseilla kappaleilla.

Téssé esitetty kaksiulotteinen todistusidea toimii samaan tyyliin my6s useammas-
sa ulottuvuudessa. O

’; €2
C

Kuva 5. Erottavan hypertason lauseen todistusidea.

Erottavan hypertason lauseella on syvillisid sovelluksia erityisesti optimointion-
gelmissa. Yksi tyypillinen sovelluskohde on tietokonepelien fysiikkasimulaatiossa,
jossa lause on tdrkedssd roolissa kun rakennetaan algoritmejd havaitsemaan, mil-
loin kaksi kappaletta térméaavit.

Erittelemme jatkossa geometrisen kappaleen konveksisuuden termilléd geometri-
nen konveksisuus.

4.1 Funktion konveksisuus

Konveksisuudella on uusi merkitys funktioista puhuttaessa. Olkoon f: [a, b] — R
funktio, joka on maédritelty reaaliakselin suljetulla vililla [a, b]. Sanomme, ettd
funktio f on konveksi eli alaspédin kupera, jos jokaisella pisteparilla x, y véliltd
[a, b] pétee seuraava geometrinen ominaisuus: Kun funktion kuvaajasta valitsee
niitd koordinaatteja vastaavat pisteet (x, f (x)) ja (y,f(y)), niin niiden vélille piir-
retty jana ei missddn kohdassa mene funktion kuvaajan alle. Tdm& ominaisuus
on esitetty Kuvassa 6, ja se on yhtdpitdvad sen kanssa, ettd funktion kuvaajan ylle
jaava alue on geometrisesti konveksi.

Funktion konveksisuus voidaan ilmaista my6s epdyhtdlona. Olkoot taas x ja y
pisteitd funktion f madrittelyvaliltd, ja olkoon A mikd tahansa parametri véliltd

0 < A < 1. Tallgin piste a = (1 — A)x + Ay esittdd mielivaltaista koordinaattia pistei-
den x ja y vilistd. Funktion kuvaajan korkeuden tdssi pisteessd a kertoo sen arvo
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o o o >
X (A-Mx+Ay y

Kuva 6. Konveksin funktion mairitelma geometrisesti.

f (@), kun taas janalla pisteiden (x, f(x)) ja (y,f())) vélilld vastaavassa kohdassa
pisteen korkeus saadaan kaavasta (1—-A) f(x) + A f(y). Funktion f konveksisuuden
perusteella tima4 jalkimmainen korkeus on suurempi, joten saadaan epayhtélo

FA=-Nx+2y) <A-Df@)+Af ). (3)

Tamédn epayhtdlon voimassaolo kaikilla sallituilla parametrien x,y, ja A valinnoil-
la on my0s yhtédpitdvdd funktion f konveksisuuden kanssa. Siis epdyhtdlé (3)
luokittelee kaikki konveksit funktiot.

Vaikka konveksin funktion méérittelevd epayhtilo (3) on mahdollista ymmartaa
myos silloin kun funktio f ei ole jatkuva, osoittautuu, ettd jokainen konveksi
funktio on kuitenkin jatkuva.

4.2 Konveksisuus ja derivaatat

Konveksin funktion ei tarvitse olla derivoituva kaikkialla. Esimerkiksi itseisarvo-
funktio f(x) = |x| on konveksi, mutta silld ei ole derivaattaa pisteessd x = 0. Jos
kuitenkin funktiomme on derivoituva, on konveksisuudella tietty yhteys funktion
derivaatan kiyttdytymiseen.

Derivoituvuus kertoo ensinndkin, ettd funktion f kuvaajalle voidaan piirtida joka
pisteessd x tangenttisuora, jonka kulmakertoimen ilmaisee derivaatta f’(x). Osoit-
tautuu, ettd tdima tangenttisuora antaa meille kaksi uutta tapaa luokitella funktion
konveksisuus.
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Konveksien funktioiden perusominaisuus 1

Jatkuvasti derivoituva funktio on konveksi tiasmalleen silloin,
kun sen derivaatta on kasvava funktio.

Lause vaittaa siis, ettd konveksin funktion kuvaajalle piirrettyjen tangenttisuo-
rien derivaatat kasvavat kuvaajalla edetessd. T4td tulosta on havainnollistettu
geometrisesti oheisessa kuvassa.

f(x)

Kuva 7. Konveksin funktion derivaatta, eli tangentin kulmakerroin, kasvaa kuvaajalla
edetessa.

Derivaatan kasvavuuden tarkka perustelu onnistuu pyorittimalla funktion ero-
tusosamdirii ja kaavaa 3, mutta sddstamme tdssi tilaa ja jatdimme perustelun
geometrisen intuition varaan. Toinen tangenttisuoriin liittyva ehto on seuraava.

Konveksien funktioiden perusominaisuus 2

Jatkuvasti derivoituva funktio on konveksi tdsmalleen silloin, kun sen
jokainen tangenttisuora jaa kuvaajan alapuolelle.

Tédmédn lauseen sanoman voi my6s esittdd epayhtdloni: Pisteessd xy kuvaajan
pisteen (xo, f (xp)) kautta kulkevan tangenttisuoran yhtils on y = f’(xo) (x — xo) +
f(xp), joten Lause 2 voidaan ilmaista epayhtdlona

JF0) = f(x0) (x = x0) + f (x0), 4

joka pétee kaikilla muuttujan x arvoilla. Erityisesti tdssd ndhdéin, ettd konveksi
funktio kasvaa joka pisteestd eteenpdin ainakin yhtd nopeasti kuin sille piirretty
tangenttisuora. Myos tdma tulos on geometrisesti varsin uskottava, joten jatimme
yksityiskohtaisen todistuksen pois.
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Toinen derivaatta. Mikéli funktio f on kahdesti derivoituva, eli sille 16ytyy toinen
derivaatta f”, voidaan derivaatan f’ kasvavuus ilmaista toisen derivaatan f” ei-
negatiivisuutena. Téstd saamme jédlleen kerran uuden ehdon konveksisuudelle.

Konveksien funktioiden perusominaisuus 3

Kahdesti derivoituva funktio f on konveksi tdsmélleen silloin, kun sen
toinen derivaatta f” on ei-negatiivinen, eli f”(x) > 0 kaikilla x.

Siispd siind missa funktion ensimmaéisen derivaatan rooli on kertoa funktion kas-
vavuudesta, on toisen derivaatan rooli luokitella funktion konveksisuus. Toisen
derivaatan laskeminen on monessa tapauksessa myos paljon yksinkertaisempaa
kuin epayhtdléehdon (3) tarkistaminen jokaisella pisteparilla, joten tima ominai-
suus tarjoaa myos kdytdnnollisen tavan tarkistaa, onko annettu funktio konveksi.

Lisdd konveksisuudesta. Konveksisuudelle on my6s kddnteinen ehto nimeltd kon-
kaavius (eng. concave). Funktio on konkaavi tai ylospiin kupera, jos se toteuttaa
epdyhtdlon (3) kddnteisen version

FA=Dx+Ay) = 1A -Vfx)+Af). (5)

Funktio f on konkaavi tdsmaélleen silloin, kun funktio — f on konveksi, ja pdinvas-
toin. Erityisesti esimerkiksi funktion toisen derivaatan negatiivisuus kertoo, etta
funktio on konkaavi.

Lisdksi sanomme, ettd funktio f on médrittelyvililld4dn aidosti konveksi, jos se
toteuttaa epayhtdlon (3) aidon version, eli kun

FA=Nx+Ay) <A - f(x)+Af(p) (6)

kaikilla pisteilld x,y ja parametreilla A, missd 0 < A < 1. Tdma tarkoittaa yhtédpita-
visti sitd, ettd kuvaajan pisteiden viliin piirretty jana makaa aidosti funktion ku-
vaajan yldpuolella padtepisteitd lukuunottamatta. Vastaavalla tavalla méaritellddn
myos aidosti konkaavit funktiot.

Tiedetddn my®os, ettd derivoituva funktio on aidosti konveksi tdsmaélleen silloin,
kun sen derivaatta on aidosti kasvava. Tdma ei kuitenkaan tarkoita, etteiké toi-
sella derivaatalla voisi silti olla yksittdisid nollakohtia, kuten aidosti konveksilla
funktiolla f(x) = x*

4.3 Jensenin epiyhtilo

Konveksien funktioiden erés tdrked sovellus on Jensenin epayhtilo. Olkoon funk-
tio f konveksi, ja painot A; > 0, missd i = 1,..., n, sellaisia, ettd Z?Zl A; = 1. Tallin
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mille tahansa pisteille x,,..., x, funktion f miérittelyjoukosta pitee epayhtalod

f( Aixi | <D Aif (x)), 7
i=1 i=1

jota kutsutaan klassiseksi Jensenin epayhtéloksi.

Jensenin epdyhtilo on varsin suoraviivaista todistaa induktiolla suoraan konveksi-
suuden madritelmasté (3), joka on sama kun Jensenin epéyhtl6 kahden pisteen
tapauksessa. Emme kiy tdtd induktiotodistusta tissa 1dpi, vaan esitimme sen
sijaan luontevan geometrisen perustelun epayhtilolle.

Tutkitaan epdyhtdl6d ensin kolmen pisteen tapauksessa, jossa se sanoo, etti kon-
veksille funktiolle pétee

FAix1 +A2x + A3x3) < A1 f(x1) + Az f(x2) + A3 f(x3), ®

missi /11 + /12 + /13 =1 ja )Ll,ﬂz,/lg > 0.

X1 z X2 X3

z2=A1x1 +Aoxp+ A3X3

Kuva 8. Jensenin epdyhtilo kertoo oleellisesti sen, ettd konveksin funktion kédyrédn pistei-
siin piirretty monikulmio makaa sen kuvaajan yldpuolella.

Tutkitaan funktion kuvaajan kolmea pistettd (x1,f (x1)), (x2,f (x2)), ja (x5, (x3)).
Nami kolme pistettd rajaavat tasoon kolmion, ja osoittautuu, ettd jokaisen timin
kolmion pisteen voi esittdd koordinaattimuodossa

Ay (31, f (1)) + A2 (22, f (x2)) + A3 (X3, f (x3))
=(Mxr+ Aoxo + A3x3, A1 f(x1) + Ao f(x2) + A3 f(x3) ),
missd painokertoimet A; ovat edelleen ei-negatiivisia ja toteuttavat ehdon 1; +
A2 + A3 = 1. Yleinen kolmion piste saadaan siis painottamalla sopivasti sen karki-
pisteita.
Vertaamalla Jensenin epdyhtdloon (8) huomataan, ettd epayhtilo oikeastaan viit-
tdd sitd, ettd funktion arvo pisteessd 1, x; + 12 X2+ 13 x3 on pienempi kuin vastaavan
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kolmion pisteen y-koordinaatti. Tiivistden, Jensenin epayhtilo kolmen pisteen ta-
pauksessa siis sanoo, ettd konveksin funktion kuvaajan pisteisiin piirretty kolmio
makaa sen kuvaajan yldpuolella.

Yleisessd tapauksessa Jensenin epdyhtdld sanoo siis geometrisesti sitd, ettd kon-
veksin funktion kuvaajan pisteisiin piirretty monikulmio makaa sen kuvaajan yla-
puolella. Tdma on varsin uskottavaa, silld monikulmion alareuna koostuu janoista,
jotka tiedetddn jo makaavan kuvaajan yldpuolella konveksisuuden méaritelmén
perusteella.

Jensenin epédyhtilon integraaliversio. Jensenin epdyhtidlostd patee myos vield
hieman yleisempi versio, jossa summat korvataan maaritylld integraalilla. Ol-
koon funktio f edelleen konveksi, ja g mikd tahansa jatkuva funktio joka saa
ei-negatiivisia arvoja. Talloin pétee seuraava epayhtalod

1 b 1 (b
- < — .
f(b—a/u g(x)dx) < b—af,l f(g®)dx 9)

Jensenin epdyhtilon versioilla on paljon erilaisia sovelluksia. Konkaaveille funk-
tioille ndiden epdyhtédléiden merkki luonnollisesti kddntyy toisin pdin.

Esimerkki. Todistetaan neljin muuttujan aritmeettis-kvadraattinen epayhtalo

’

a+b+c+d a’+b?+c? +d?
4 S 4

missd a, b, c,d € R. Funktio f(x) = x% on konveksi, silli sen toinen derivaatta
f"(x) =2 on positiivinen kaikilla x € R. Voidaan siis kirjoittaa

1 1) 1 1 1 1
—a+—b+—c+—d) <=+ =bP+>+-d?, eli
4 4 4 4
a+b+c+d a?+b%+c2+dz?
4 = 4 ’

Viditteen epdyhtdlo seuraa tédstd, silld luku on korkeintaan itseisarvonsa suuruinen.
Todistus etenisi tdsmdilleen samoin, vaikka muuttujia olisi enemman.

4.4 Optimointiongelmat ja konveksisuus

Ehka tirkein sovellus funktion konveksisuuden késitteelle on sen yhteys opti-
mointiongelmien kanssa. Tyypillisessd optimointiongelmassa meille on annettu
jokin reaaliarvoinen funktio f, ja tarkoitus on selvittdd onko funktiolla f olemassa
pienintd (tai suurinta) arvoa maédrittelyjoukossaan. Sanotaan, ettd funktiolla on
pienin arvo f(a) pisteessd a, jos f(x) > f(a) kaikilla mahdollisilla pisteilld x. Tdssa
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tapauksessa pistettd a kutsutaan funktion f minimikohdaksi tai minimipisteek-
si. Jos funktio saavuttaa pienimmén arvonsa, on myds luonnollista kysyd, onko
silla yksikasitteinen minimikohta vai onko niitd useampia. Konveksisuus liittyy
laheisesti tdhdn kysymykseen, silld se tarjoaa siihen suoran vastauksen:

Konveksien funktioiden perusominaisuus 4

Aidosti konveksilla funktiolla on jokaisella suljetulla vélilld [a, b]
olemassa yksikasitteinen minimikohta.

Tama tulos on geometrisesti varsin uskottava, mutta kdydddn sille 1api myo6s
tarkka matemaattinen perustelu. Jatkuva funktio saavuttaa suljetulla vélilld aina
pienimmadn ja suurimman arvonsa (Weierstrassin lause), joten pienimmén arvon
olemassaolo on taattu konveksien funktioiden jatkuvuuden nojalla. Siis riittda
selvittdd, miksi pienintd arvoa ei voi saavuttaa useammassa pisteessa.

& &

Kuva 9. Aidosti konveksin funktion yksi- Kuva 10. On my6s mahdollista, ettd mi-
kidsitteinen minimikohta suljetulla valil- nimikohta l6ytyy vilin pddtepisteesta.
14 16ytyy aina.

Tutkitaan mitd tapahtuu, jos funktiolla f olisikin kaksi minimikohtaa x; ja x,.
Sijoittamalla ndma minimikohdat ja parametri A = % epdyhtdloon (6) saadaan

X1+ X; (x1) + f(x2)

f ( 1+ X2 ) < Flx) + flx ‘
2 2

Tdma on ristiriita, silld epayht&l6 osoittaa funktion saavan pisteessd % pienem-

maén arvon kuin minimikohdissaan. Siis minimikohtia voi olla enintd4n yksi, joten

lause on todistettu.

Mikili funktiomme on lisdksi derivoituva, tiedetdin, ettd se voi saavuttaa pienim-
main arvonsa ainoastaan derivaatan nollakohdissa tai vdlin paitepisteissd. Aidosti
konveksin funktion tapauksessa derivaatta on aidosti kasvava, joten silld voi olla
ainoastaan yksi nollakohta joka l6ytyessddn paljastaa minimikohdan. Mikali nol-
lakohtaa ei 16ydy, on funktiomme joko aidosti kasvava tai vdhenevé, eli minimi
saavutetaan toisessa pditepisteista.
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4.5 Usean muuttujan analyysid

Funktioiden konveksisuus on laajasti sovellettava kisite, silld se voidaan mé&ari-
telld my0s usean muuttujan funktioille. Erityisesti optimointiongelmissa esiintyy
usein tilanteita, joissa optimoitava suure voi riippua lukuisista eri muuttujista.
Késittelemme tidssé selkeyden vuoksi kahden muuttujan funktioita f(x,y), mutta
teoria yleistyy samalla tavalla myds useammankin muuttujan tapaukseen.

Kahden muuttujan reaalifunktio f(x,y) on suure, joka riippuu kahdesta reaali-
muuttujasta x ja y, ja saa arvoja reaaliluvuissa. Téllaisen funktion kuvaaja voidaan
hahmottaa pintana kolmessa ulottuvuudessa, ja kuvaajan pisteet ovat muotoa
(x,y,f (x,)). Esimerkiksi lineaarisen kahden muuttujan funktion f(x,y) = ax+ by
kuvaaja on origon kautta kulkeva taso.

Kahden muuttujan funktion konveksisuus voidaan maééritelld taysin samalla taval-
la kuin yhden muuttujan tapauksessa, eli funktio on konveksi, jos sen kuvaajan
pisteiden vilille piirretty jana ei mene kuvaajan alapuolelle. Tdma on edelleen
sama asia kuin se, ettd funktion kuvaajan ylle jidva alue on geometrisesti konveksi.

Epéyhtilolle (3) on my6s luonnollinen tulkinta tdssd tapauksessa. Kahden re-
aalimuuttujan funktiota f(x,y) voi tulkita my6s yhden vektoripisteen p = (x,y)
funktiona f(p). Talloin funktion f konveksisuus voidaan ilmaista epayhtdlona

f(A-Dp+Aq) <A-Df(P) +Af(q),

missé pisteet p = (x,y) ja q = (x,) ovat mielivaltaisia, ja vasemmalla puolella
esiintyvé piste tulkitaan (1-A)p+Aq=((1-Vx+Ax’, 1-A)y+Ay'). Vastaavasti
my®ds aito konveksisuus ja konkaavius pystytddn méaritteleméddn usean muuttujan
funktioille samalla tavalla kuin aiemminkin.

Tutkitaan seuraavaksi, miten useamman muuttujan funktioita derivoidaan.

Osittaisderivaatat. Useamman muuttujan funktioista puhuttaessa derivaatan
kidsite saa uuden merkityksen. Kahden muuttujan tapauksessa ei ole mielekastd
pyrkid médrittelemadn derivaattaa funktion kasvunopeutena, silld kasvunopeu-
den kisite on epdmadrdinen ellei ensin sovita, mistd suunnasta puhutaan. Kun
funktiomme f(x,y) riippuu kahdesta eri muuttujasta x ja y, voimme tutkia sen
kasvunopeutta x- ja y-suunnissa erikseen niin sanottujen osittaisderivaattojen
avulla. N4iité osittaisderivaattoja merkitdan % ja %, ja ne méiritellddn erotusosa-
maddrien raja-arvoina

of e xR - fy) . Of e foy+h) - fx,y)
oy B = Jimy h 2%y (oy) = m h '
of

Esimerkiksi x-suuntainen osittaisderivaatta 3x ilmaisee funktion f(x,y) kasvuno-
peuden x-suunnassa, ja sen voi laskea yksinkertaisesti ajattelemalla muuttujaa
y vakiona ja laskemalla lausekkeen f'(x,y) derivaatta muuttujan x suhteen kuten
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yhden muuttujan tapauksessa. Esimerkiksi funktion f(x,y) = yx? + 2y derivaatta
. of _ _
muuttujan x suhteen on 3 =2yx+0=2xy.

fx50)

(x0,70) (Xo+h,¥0) X

Kuva 11. Kahden muuttujan funktion x-suuntaisen osittaisderivaatan % voi laskea pis-

teessd (X, o) kiinnittdmalla y-koordinaatin ja laskemalla muuttujasta x riippuvan funk-
tion f(x,yp) derivaatan tavalliseen tapaan.

Yhden muuttujan tapauksessa erds tirked johtopdétos derivoituvuudesta on en-
simmadisen asteen Taylorin kehitelm&n olemassaolo, eli mahdollisuus approksi-
moida derivoituvaa funktiota sen tangenttisuorilla. My6s useamman muuttujan
tapauksessa on hyddyllistd ymmartiad, milloin funktiotamme on mahdollista ap-
proksimoida lineaarisella kuvauksella. Tdhin ei riitéd olettaa, ettd osittaisderivaatat
ovat olemassa, vaan vaaditaan vahvempi késite nimeltdan derivoituvuus. Kahden
muuttujan funktiota f(x,y) sanotaan derivoituvaksi, jos silld on jokaisen pisteen
(x0,Y0) suhteen olemassa ensimmadisen asteen Taylorin kehitelméa

Fxy) = f(x0,y0) + A(x — x0) + B(y — yo) + R(x, ), (10)

missd A ja B ovat vakioita jotka voidaan tarvittaessa laskea osittaisderivaattojen
avulla kaavoista

of . of
A=="(xp, B =="(x0,V0),
x (X0,Y0) Ja dy (x0,Y0)

ja jadnnostermi R(x,y) on ldhelld nollaa silloin, kun piste (x,y) on ldhelld pistettd
(x0,Y0), eli kun etdisyys | (x,y) — (X0, 0)| = v/ (x — X0)? + (¥ — ¥)? on pieni. Funktion
derivoituvuus siis yksinkertaisesti kertoo sen, ettd jokaisen pisteen ldhettyvilld se
kayttaytyy kuten affiini kuvaus

af of
Lxy,y0) (X, ¥) = f(x0,y0) + ax (X0, ¥0) (X — xp) + @ (x0,Y0) (¥ = ¥0). (11)
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Osittaisderivaatoista on mahdollista muodostaa vektoriarvoinen funktio V f (x,y) =
(% (x,9), g—j; (x, y)), jota kutsutaan funktion f gradientiksi. T4ta kiytetddn ilmaise-
maan edelld mainitut kaavat lyhyemmassd muodossa, esimerkiksi lineaarikuvaus
L(x,,y,) esitetddn usein vektoripistetulon avulla muodossa

Lxy,y0) (6,¥) = f(x0,¥0) + V f (x0,¥0) - (X — X0,y — Vo).

Derivoituvan kahden muuttujan funktion kuvaajaa sivuaa joka pisteessi sen tan-
genttitaso. TAma4 taso vastaa tismalleen lineaarikuvauksen (11) kuvaajaa, eli tan-
genttitasolla sijaitsevat pisteet (x,y,z) saadaan yhtilosta

0 0
z = f(x0,y0) + %(XOJ/O)(X—XO) + %(Xoyyo)(y—J/o),

missd tangenttitaso on muodostettu kuvaajan pisteeseen (xo, yo, f (X0, 0))-

Derivoituva kahden muuttujan funktio on konveksi tismélleen silloin, kun sen
kuvaaja sijaitsee tangenttitason yldpuolella, eli kun pitee

0 0
fx,») = f(xo0,50) + % (x0,¥0) (x — x0) + % (x0,70) (¥ = ¥0) (12)

jokaisella pisteelld (x,y) funktion mééarittelyjoukossa.

Usean muuttujan optimointiongelmat

Usean muuttujan funktion minimiarvon I6ytdminen on hieman haastavampaa
kuin yhden muuttujan tapauksessa. Konveksisuus on edelleen hyddyllinen ka-
site minimiarvon luokittelussa, silld aidosti konveksilla useamman muuttujan
funktiolla on edelleen olemassa yksikdsitteinen minimiarvo (kunhan sen méarit-
telyjoukko on geometrisesti konveksi, esimerkiksi suorakaide [a,b] x [c,d] kahden
muuttujan tapauksessa).

Mikali derivoituvan aidosti konveksin funktion gradientilla on nollakohta, eli
piste, jossa kaikki funktion osittaisderivaatat ovat nollia, niin tdma piste on myos
funktion globaali minimi. Tdma4 selvida helposti epdyhtédlosta (12), silld téllaisessa
pisteessd lineaariset termit havidvét ja jiljelle jaa vain epéayhtals f(x,y) = f(xo0,¥0),
joka sanoo, ettd (xp, o) on funktion minimikohta.

Kuitenkin monessa tapauksessa gradientin nollakohdan méérittiminen on vaike-
aa, ja kdytdnnon minimointiongelmissa minimoitava suure ei valttimatta kayt-
tdydy kuten konveksi funktio. On kuitenkin muita menetelmi3, joilla funktioiden
minimiarvoja voi ldhted etsimaddn. Tunnetuin néistid on gradienttimenetelmi,
jonka ideaa avaamme nyt ajatusleikin kautta.

Kuvitellaan, ettd olemme metsikkdisessid laaksossa, jonka pohjalla on 1dhde, jonka
luokse haluaisimme p&édstd. Maanpinnan korkeutta voi esimerkiksi ajatella kahden
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muuttujan funktion kuvaajana, ja pyrimme etsimidn tdimin pinnan minimiarvoa
elilaakson pohjaa. Puiden takia emme voi kuitenkaan péditelld, missd laakson poh-
ja on tarkalleen, mutta voimme arvioida mistd suunnasta se voisi 16ytya tutkimalla
mihin suuntaan maaperi on kallistumassa lahellimme. Iman muuta ylim&éaréista
tietoa on luonnollista 1dhted etsimdan laakson pohjaa kulkemalla siihen suuntaan,
johon maa viettdd. Gradienttimenetelmd perustuu ajatukseen, ettd otetaan pienid
askelia aina kohti sitd suuntaa, johon maanpinta laskee jyrkimmin. Tulkitaan tdta

p

Kuva 12. Gradienttimenetelméssa otetaan pienid askelia funktion laskusuuntaan minimi-
kohdan l6ytdmiseksi.

nyt matemaattisesti, aloittaen yhden muuttujan tapauksesta.

Jos ldhtépisteemme on Xy, niin funktion f derivaatasta f’(xy) nihddin, onko
funktio f kasvava vai vdhenevi tdssd pisteessd. Derivaatan merkki siis kertoo,
mihin suuntaan funktion kuvaaja johtaa alaspiin. Jos derivaatta on positiivinen,
alaspdin paisee kulkemalla x:sta negatiiviseen suuntaan, ja pdinvastoin jos f’(xo)
on negatiivinen. Jos f’(xg) = 0, ollaan tasanteella, ja toivon mukaan t#ll6in ollaan
pédddytty laakson pohjalle eli minimiarvoon. Gradienttimenetelmén tavoite onkin
padstd tdllaiselle tasanteelle, ottamatta vield suurempaa kantaa onko tasanne aito
minimi.

Mikdli ei olla viel4 tasanteella, eli jos f'(xg) # 0, halutaan 14hted pisteestd x liiken-
teeseen ja ottaa siitd pieni askel uuteen pisteeseen x;. Luonnollinen tapa ottaa
tdmad askel on valita jokin pieni positiivinen luku € > 0, ja lisdtd pisteeseen xy luku
—¢f'(xp), tuottaen kaavan

x1 = x0— € (x0).

Tama kaava takaa, ettd piste x; on valittu oikeasta suunnasta, silld se valitaan aina
siitd suunnasta mihin funktio f on laskeva. Lisdksi askeleen pituus on suhtees-
sa funktion derivaatan suuruuteen, joka takaa luonnollisesti sen, ettd otamme
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pienempid askelia ldhempédnd maalia, eli derivaatan nollakohtaa.

Téatd prosessia voidaan jatkaa eteenpdin pisteestd x;, ja yleisesti ottaen gradientti-
menetelmille saadaan rekursiokaava

/
Xn+1=Xp—€f (Xp),

jota voidaan iteroida kunnes pdastdan riittdvin lahelle derivaatan nollakohtaa.
Askelpituuteen vaikuttavan parametrin € voi valita ongelman ja omien tavoitteiden
mukaisesti. Pienempi askelpituus voi vaatia enemman laskemista, mutta paityy
ehkd varmemmin kohti derivaatan nollakohtaa.

Gradienttimenetelmén suppeneminen riippuu tdysin tilanteesta. Jos menetel-
mai paityy ldhelle funktion f lokaalia minimid, eli pistettd jonka ympaérilld se
saavuttaa vain suurempia arvoja, niin se tyypillisesti jdd sinne jumiin eikd 16yda
mahdollista globaalia minimiarvoa. T4t4 voi verrata laaksoesimerkissd kuoppaan
kdvelemiselld. Menetelmén suppenemisnopeus ja varmuus my®os riippuu siitd,
miten askelpituudet valitaan, ja tyypillisissd sovelluksissa askelpituus valitaan
tdysin ratkaistavan ongelman mukaisesti.

Usean muuttujan tapauksessa idea noudattaa samoja periaatteita — otetaan alku-
pisteestd pg = (xp, o) askel sithen suuntaan, mihin funktio on kaikista jyrkimmin
laskeva. Tdimén suunnan paljastaa gradientti V f(pg) = V f (x0, o), silld gradient-
ti ilmaisee mihin suuntaan funktio kasvaa nopeiten (palaamme tdmén viitteen
todistukseen tehtdvassa 38). Siispd sen vastavektori

0 0
=Vfipo) = —é(ﬁ?o) y — %(Po)

kertoo mihin suuntaan funktio laskee eniten. Voidaan jalleen muodostaa gradient-
timenetelmélle rekursiokaava

Pn+1=Pn—€V[(pn),
missd € > 0 on edelleen vapaavalintainen parametri.

Gradienttimenetelmén aktiivisimmat sovellukset ovat useiden miljoonien muuttu-
jien tapauksessa, silli sitd sovelletaan erityisesti neuroverkkojen kouluttamisessa
eli erilaisten tekodlyjen suunnittelussa ja luomisessa. Neuroverkkoa voi ajatel-
la monimutkaisena laitteena, jonka ominaisuudet riippuvat lukemattomista eri
muuttujista, joita halutaan sdétdd sopivan kiyttaytymisen saavuttamiseksi. Kun
ratkaistava ongelma on esimerkiksi kissan tunnistaminen valokuvasta, voidaan
tekodlyd ensin pyytdd luokittelemaan haluttu kuva, ja luokittelussa tapahtunutta
virhettd voidaan ajatella tekodlyn toimintaa hallitsevien muuttujien funktiona.
Tekodlyn kouluttamisessa on kyse timén virheen minimoimisesta, ja mahdollista
minimiarvoa voi yrittda lahestyd esimerkiksi gradienttimenetelmalld. Tekodlyn
kouluttaminen on juurikin lukuisten pienten askelien ottamista, eli muuttujien
sddtdmistd kohti pienintd virhearvoa.
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Harjoitustehtivii

Tehtdvid 29. Selvitd, ovatko seuraavat funktiot konvekseja tai konkaaveja:

a) f(x)=x*>-4x+1

b) g(x)=x3+x?

c) h(x)=1/x (kun x> 0)
d) kx)=e*

e) l(x) =In(x) (kun x > 0)

f) mx) =x?

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje's. 171 — )

Tehtédva 30. Funktiolle f(x) patee f(0) =0, f(1) =3, ja f(3) = 8. Pdittele, ettd f ei
voi olla konveksi funktio.

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje s. 171 —>)

Tehtidvad 31. Todista konveksien funktioiden ensimmaisestd perusominaisuu-
desta (s. 50) toinen suunta: Nayt4, ettd jokaisen konveksin derivoituvan funktion
derivaatta on kasvava.

Vihje s. 157 — ( Toinen vihje s. 171 —>)

Tehtivid 32. Todista neljan muuttujan aritmeettis-harmoninen epayhtélo

~ ’

4 a+b+c+d
<
+ 4

Q=

+

ol

+

S
Si

missi a, b, ¢, d > 0, soveltavalla Jensenin epayhtédlod funktioon f(x) = %
Vihje s. 158 — ( Toinen vihje s. 172 —>)

Tehtidvi 33. Sovella Jensenin epdyhtdloa funktiolla f(x) = In(x), ja todista arit-
meettis-geometrinen epayhtalo

X1+Xo+---+Xp

Z /X1X2 0 Xy,

n

kun xy,...,x, 20jan > 1.

Vihje s. 158 — ( Toinen vihje s. 172 —>)
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Tehtivid 34. Osoita, ettd seuraava Youngin epayhtilé (William Henry Young,

1863-1942)
a? b1
ab< —+—
p q

pitee kaikille positiivisille luvuille a, b ja p, g, missid % + é =1.

Vihje s. 158 — ( Toinen vihje s. 172 —>)

Tehtivi 35. Olkoot x3,...,x,; > 0ja p > g > 0. Osoita epayhtélo

=

n

1

PP P\
It St/ L
n

1
T4 x4, 4 x9\a
(x1+x2+ +xn)

soveltamalla Jensenin epédyhtédl64 sopivalle funktiolle.
( Toinen vihje s. 172 —>]

Tehtivid 36. Olkoon 0 < a < b. Osoita Jensenin epayhtédlon integraaliversiota
kayttden, ettd

b—a

_ > .
In(b) —In(a) ~ Vab

Vihje s. 158 — ( Toinen vihje s. 173 —>j

Tehtivid 37. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita epayhtélo
n
VI2+14+V22+1+---+Vn2+12> E\/n2+2n+5

soveltamalla Jensenin epédyhtél64 sopivalle funktiolle.
( Toinen vihje s. 173 —>]

Tehtédvd 38. Olkoon f(x,y) kahden muuttujan funktio, joka on derivoituva pistees-
sé (xp,yo0). Talloin sille pdtee médritelmin mukaan ensimmaisen asteen Taylorin
kehitelma (10) pisteessd (xp,yo). Oletetaan, ettd gradientti V f(xp,)) ei ole tds-
sd pisteessd nollavektori. Todista, ettd gradientti osoittaa juuri siihen suuntaan,
johon funktiota approksimoiva affiini kuvaus

Lxe,y0)(X,1) = f(x0,¥0) + V f (x0,¥0) - (x = X0, Y = Yo)

kasvaa nopeiten.

Vihje s. 158 — ( Toinen vihje s. 173 —>j
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5 Numeerinen yhtédlonratkaisu

Tutkitaan seuraavaa ongelmaa. Olkoon yhden muuttujan funktio f annettu, ja
pyritddn etsimin likiarvoista ratkaisua yhtélslle

fx) =0, (13)

eli halutaan etsid funktiolle f nollakohta. Tdmé& ongelma on varsin yleinen, silld
jokainen yhtil6, jossa esiintyy vain yhtd muuttujaa, voidaan palauttaa muotoon
(13) siirtdmalld kaikki lausekkeet yhdelle puolelle yhtdl64d ja méédrittelemalld funk-
tio f(x) edustamaan muodostunutta lauseketta. Esimerkiksi yhtdlon x* +1 = x

tapauksessa voidaan asettaa f(x) = x* — x + 1 tai vaikkapa f(x) = =% - 1.

Esitimme seuraavaksi kaksi standardia numeerista menetelmaa likiarvoisen rat-
kaisun 16ytdmiseen.

5.1 Puolitusmenetelmai

Tatd menetelm&i varten oletamme, ettd annettu funktio f on jatkuva, ja ettd pys-
tymme laskemaan funktion f arvoja. Puolitusmenetelméa varten tarvitsemme
my0s kaksi pistettd a ja b, joissa funktio f saa erimerkkiset arvot, eli joissa esi-
merkiksi f(a) on positiivinen ja f(b) on negatiivinen. Oletamme my®os, ettd a < b.
Voidaan hetkellisesti vaikkapa kuvitella, ettd téllaiset alkupisteet a ja b on 16ydetty
syottdmalld funktioon f erilaisia arvoja, kunnes erimerkkiset kohdat on 16ydetty.

Kun alkupisteet a ja b on valittu, voidaan ldhted haarukoimaan funktiolle f nolla-
kohtaa niiden vilistd. Nollakohdan olemassaolo perustuu Luvussa 3 esittdamaam-
me Bolzanon lauseeseen, jonka mukaan jatkuva funktio saa nollakohdan valillg,
jonka péditepisteissd silld on erimerkkiset arvot.

Kokeillaan ensin, 16ytyyko nollakohta vilin keskipisteestd ¢ = (a + b)/2. Mikdli c ei
ole nollakohta, tdytyy arvon f(c) olla joko positiivinen tai negatiivinen. Riippuen
kumpi tapaus toteutuu, voidaan prosessia jatkaa joko vililla [a, c] tai [c, b], silld
funktiomme saa jommassakummassa ndistd kahdesta vilistad erimerkkiset arvot
vilin péditepisteissa.

Edelld tapahtuneessa prosessissa olemme onnistuneet haarukoimaan nollakoh-
dan pienemmidlle vilille kuin alkuperdinen véli [a, b]. Tét4 prosessia voidaan toki
toistaa, ja jokaisella kerralla nollakohdan siséltdvén vilin pituus puolittuu. Haaru-
koitavan vilin pituus pienenee siis hyvin nopeasti, itse asiassa eksponentiaalisesti,
silld n iteraation jdlkeen vilin pituus on endi (b — a)/2".
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Nollakohdan likiarvoksi voidaan kéyttdd esimerkiksi pienimmaén I6ytyneen vilin
keskipistettd tai padtepisteitd — mitd pienempéddn véliin pdadytdén, sitd ldhempadni
nollakohtaa molemmat pditepisteet ovat.

Kuva 13. Puolitusmenetelmilld saadaan aikaan jono pisteitd (kuvassa a,b,c,d,e,...), joka
suppenee kohti funktion nollakohtaa.

Puolitusmenetelmi, esimerkki. Lasketaan likiarvo luvulle v/5 etsimilld funktion
fx) = x2-5 positiiviselle nollakohdalle likiarvo puolitusmenetelmalld. Valitaan
alkupisteiksi a = 0 ja b = 3, silld funktio saa nédissd pisteissa erimerkkiset arvot
f0)=-5<0ja f(3)=4>0.

Seuraava tarkasteltava piste on keskipiste %b = 1,5, jossa funktiomme saa arvon

f(1,5) = -2,75 < 0. Siis jatkamme prosessia vililld [1,5;3], jonka pa&tepisteissd
funktio saa edelleen erimerkkiset arvot.

Vilin [1,5; 3] keskipiste on 2,25, jossa funktio saa arvon f(2,25) = 0,0625 > 0. Tdma
on jo melko ldhelld nollaa, mutta jatketaan iterointia. Seuraava tutkittava vili on
[1,5;2,25], jonka keskipisteessd 1,875 funktiomme saa arvon f(1,875) = —1,484... <
0. Prosessi jatkuu tdstd seuraavan taulukon mukaisesti.

vasen padtepiste funktion arvo oikea péditepiste funktion arvo

1,875 —1.484... 2,25 0,0625
2,0625 -0,746... 2,25 0,0625
2,15625 —-0.350... 2,25 0,0625
2,22656255 —0,0424... 2,25 0,0625
2,2265625 —0,0424... 2,23828125 0,0099...

Tatd prosessia voidaan jatkaa, ja saadaan tarkempia ja tarkempia arvioita funktion
todelliselle (posiitiviselle) nollakohdalle x = /5 = 2,236068.....
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Puolitusmenetelma on yksinkertainen ja tehokas menetelma kun se péaésee kiyn-
tiin. Sopivien alkupisteiden a, b l6ytdminen saattaa kuitenkin olla vaikeaa tai jopa
mahdotonta, jos funktio f saa pddsddntoisesti tietynmerkkisid arvoja. Esimerkiksi
funktio f(x) = x? ei saa negatiivisia arvoja lainkaan, joten sen nollakohdan l6y-
tdminen puolitusmenetelmailld ei yksinkertaisesti onnistu. Ja vaikka puolitusme-
netelmé suppenee eksponentiaalisella vauhdilla, on seuraavaksi esittelemdamme
Newtonin menetelma tyypillisesti paljon nopeampi.

5.2 Newtonin menetelmi

Isaac Newton (1643-1727)

Oletetaan nyt lisdksi, ettd funktio f on jatkuvasti derivoituva, ja ettd pystymme
laskemaan sekd f:n ettd sen derivaatan arvoja halutessamme. Newtonin menetel-
mad varten tarvitsemme myos yhden aloituspisteen x, joka voi olla mik4 tahansa
valitsemamme piste.

Tutkitaan nyt tilannetta pisteessi xy. Aloitetaan laskemalla arvot f(xp) ja f'(xo).
Arvo f(xp) kertoo funktion f suuruuden pisteessd xp, ja voidaan olettaa, ettd x ei
ole nollakohta, silli muuten menetelmé on jo onnistunut. Derivaatan arvo f'(xo)
taas kertoo funktion kasvunopeuden pisteessi xy, eli mihin suuntaan funktio
on menossa pisteessd xyp. Tdma antaa vdhdn ideaa kummasta suunnasta kan-
nattaa ldhted etsiméin nollakohtaa: Mikali esimerksi arvo f(x() on positiivinen
ja f "(xg) on negatiivinen, kannattaa valita seuraava arvauspiste x; arvon xp 0i-
kealta puolelta, eli niin, ettd x; > xo, silld tihédn suuntaan funktion f arvot ovat
todenndkoisemmin lihempéni nollaa.
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Tilanne voi toki olla todellisuudessa monimutkaisempi, mutta ei murehdita siita
vield. Sen sijaan pohditaan, kuinka pitkéltd seuraava arvaus x; kannattaisi valita.
Tahan Newtonin menetelma tarjoaa idean: muodostetaan funktiolle f pisteessd
Xp tangenttisuoran yhtélo, joka saadaan kaavasta

y = f'(x0) (x — x0) + f(x0),

ja asetetaan seuraava arvaus x; timén suoran nollakohdaksi. Asettamalla y = 0 ja
ratkaisemalla suoran yhtél6 x:n suhteen saadaan

f(x0)
f'(x0)"

X1 = X9 —

Toki tdtd menettelyé varten vaaditaan myos, ettd derivaatan arvo f’(xp) ei ole nolla,
silld muuten tangenttisuora on vaakasuora ja sill ei ole nollakohtaa. Téllaisessa
tapauksessa taytyy keksid uusi alkuarvaus xp.

Prosessi voidaan nyt aloittaa uudelleen alusta pisteestd x; ldhtien, ja tuottaa uusi
piste x», joka taas on nollakohta funktion f tangentille pisteessd x;. Toistamalla
tiatd toimenpidettd saadaan arvauspisteille rekursiokaava

f(xn)
f’(xn) '

joka tuottaa jonon pisteitd xg,x;,X2,.... Toive on, ettd tima pistejono ldhestyy
jotakin funktion f nollakohtaa. Tutkitaan nyt tapahtuuko nédin kidytdnnossa.

Xpn+l=Xp— kunn=0,1,2,...,

Kuva 14. Newtonin menetelmén kolme ensimmaisti askelta visualisoituna.
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Newtonin menetelmi, esimerkki 1. Aloitetaan esimerkilld f(x) = x2, johon puo-
litusmenetelmi ei tepsinyt. Koska f’(x) = 2x, saadaan rekursiokaavaksi tdssi
tapauksessa

x2 Xn  Xn
Xp+1 = Xn — =Xn———=—

2Xn 2 2
Rekursiokaavan perusteella ndhddén, ettd Newtonin menetelméssé seuraava jasen
on aina puolet edellisestd, eli alkuarvosta riippumatta menetelma suppenee aina
kohti nollakohtaa x = 0.

Newtonin menetelmi, esimerkki 2. Etsitddn Newtonin menetelmilld ratkaisua
yhtélolle cos(x) = x. Approksimaatio tulee tarpeeseen, silld ratkaisua ei voida esit-
tdd suljetussa muodossa. Valitaan funktioksi f(x) = cos(x) — x. Funktion derivaatta
on f'(x) = —sin(x) — 1, joten iteraatiokaavasta tulee

f(xn) _ . Cosin) — X
flxn) " sin(xp)+1°

Xn+1 = Xn —

Aloitetaan alkuarvauksella xo = 1. Saadaan seuraavanlainen jono pisteitd

no X f(xn)

0 1 —0.459...

1 0,750363... -0,0189...

2 0,739112890... —4,645...-107°
3 0,739085133385... —2,847...-10710
4 0,739085133215... =0

5 0,739085133215... =0

Neljannen iteraation jdlkeen funktion arvot ovat jo niin ldhelld nollaa, ettd las-
kimen 15 desimaalin tarkkuus ei endd riitd ja muuttujan x arvo ei endd muutu.
Newtonin menetelma suppenee siis hyvin nopeasti tdssd tapauksessa.

Yhtdlon ratkaisu on siis esimerkiksi kuuden desimaalin tarkkuudella x = 0,739085.
Jos halutaan todistaa, ettd tdmaé todella on oikea likiarvo, voidaan kdyttdd Bolzanon
lausetta hieman tité likiarvoa suurempaan ja pienempédn lukuun: koska

£(0,7390854) = —4,464...-107' <0 ja
£(0,7390846) = 8,923...-107 >0,

Bolzanon lause takaa, ettd vélilla [0,7390846;0,7390854] on funktion f nollakohta.
Koska kaikkiluvut talta vililtd pyoristyvat kuuden desimaalin tarkkuudella arvoon
0,739085, tim& on my0s funktion nollakohdan oikea likiarvo.

Newtonin menetelmin suppeneminen

Newtonin menetelmén tuottaman pistejonon suppeneminen kohti funktion nolla-
kohtaa ei ole mitenk&én ilmiselvd kysymys. Menetelma toimii kdytdnnéssd melko
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usein, mutta silld on my6s omat oikkunsa, joihin liittyy mielenkiintoisia mate-
maattisia kysymyksid.

Tutkitaan ensin tilanteita, joissa Newtonin menetelma toimii varmasti. Oletetaan,
ettd funktiolla f on nollakohta a, funktio f on derivoituva pisteen a liheisyydess,
sen derivaattafunktio f’ on tdilld jatkuva, ja derivaatan arvo nollakohdassa on
nollasta poikkeava, f'(a) # 0. Tdssi tapauksessa Newtonin menetelmi suppenee
varmasti, kunhan alkuarvo xg on valittu riittdvan ldheltd nollakohtaa a. Tdmin
tuloksen todistus 16ytyy liitteestd E (s. 148).

Riippuu funktiosta f, millaiset alkuarvot ovat riittavin ldhelld. Esimerkiksi funk-
tion f(x) = xe™* + 1 tapauksessa iteraatio suppenee ainoaan nollakohtaan x =
—0,567 aina, kun xp < 1, mutta kun xp > 1, iteraatio hajaantuu kohti ddretonta.

Neliollinen suppeneminen. Otamme seuraavaksi kantaa Newtonin menetelmén
suppenemisvauhtiin. Osoittautuu, etté jos edellisiin oletuksiin lisdtd4n vield pari
lisdehtoa, voidaan Newtonin menetelmalle osoittaa hyvin nopea ns. neliéllinen
suppenemisvauhti.

Lisdtdén siis oletuksiin vield, ettd f'(a) # 0, ja oletetaan my®os, ettd funktion f
toinen derivaatta f” on olemassa pisteen a lihettyvilld ja sille pétee sielld yldarvio
| f"(x)| < M jollakin vakiolla M. T4lldin voidaan todistaa, ettd

3M )
[Xpe1—al < ———=lxp—al°, kunn>0. (14)
|f(a)]

Tamad arvio on melko voimakas, silld se kertoo, ettd Newtonin menetelmassa seu-
raavan iteraatiopisteen absoluuttinen virhe nollakohtaan a on aina verrannollinen
edellisen virheen neli6on. Jos virhe on jo pieni, sen nelié on vield paljon pienempi.
Téllainen suppeneminen on huomattavasti eksponentiaalistakin nopeampaa, ja
peittoaa siis helposti esimerkiksi puolitusmenetelmén. Myos arvion (14) todistus
loytyy liitteestd E.
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Newtonin menetelmén suppenemattomuus

Newtonin menetelmd voi my0s epdonnistua, esimerkiksi suppenematta lainkaan
tai jopa suppenemalla vadrdan lukuun. Tutkitaan nyt mahdollisia tilanteita ja syit4,
miksi ndin voi kdyda.

Tilanne 1: Huono alkuarvaus. Jos alkuarvausta xg ei ole valittu riittdvan ldhel-
téd funktion nollakohtaa, voi yksinkertaisesti kdyda niin, ettd jono x, kayttaytyy
huonosti ja rupeaa vaikkapa toistamaan itseddn. Ndin voi kdyda esimerkiksi si-
nifunktiolle f(x) = sin(x), jolle Newtonin menetelma voi tietylld alkuarvauksella
jaada yksinkertaisesti palloilemaan kahden pisteen vélille (tehtdva 44).

4 .

Kuva 15. Sopivalla alkupisteen valinnalla Newtonin menetelma sahaa kahden pisteen
valilla.

Kuvassa esiintyneen alkupisteen méarittamista tutkitaan tehtdvissd. Timéa on
suhteellisen yleinen ilmié Newtonin menetelmalle, mutta kdytdnnossd ongelma
yleensé ratkeaa vaihtamalla alkuarvausta, kunnes suppeneva jono loytyy.

Tilanne 2: Funktio ei derivoituva. Jos funktio f ei ole kaikkialla derivoituva, voi-
daan joutua vaikeuksiin. Esimerkiksi funktiolle f(x) = ¢/x Newtonin menetelma
ei tepsi ollenkaan, silld rekursiokaavasta saadaan

1
X x3
M:xn— T =Xy —3x, = —2x,.
f(xn) lx_i
3%'n

Xn+1 = Xp —

Tédstd ndhdéan, ettd lukujen x,, muodostama jono ei koskaan suppene kohti f:n
ainoaa nollakohtaa x = 0, silld jonon jokainen jdsen on kaksi kertaa kauempana
nollasta kuin edellinen. Ongelma johtuu siitd, ettd funktio f ei ole derivoituva
nollakohdassaan.
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Tilanne 3: Liian litted kuvaaja. Selvitetddn vield, miksi aiemmin késitellyissd sup-
penemistarkasteluissa oli tarpeellista olettaa, ettd f’(a) # 0 funktion nollakohdas-
sa a. Oheisessa kuvassa on hahmoteltu funktio

%x2+x3sin(1), kun x #0
kunx=0

’

f(x)={ 0 x

jolla on nollakohta pisteessd x = 0.

Tama funktio on lisdksi jatkuvasti derivoituva, ja sen derivaatalla on nollakohta
pisteessd x = 0. Osoittautuu my®os, ettd tdimédn nollakohdan liséksi derivaatalla
on useita muitakin nollakohtia nollan 1dheisyydessa. Itse asiassa mielivaltaisen
ldheltd nollaa 16ytyy aina uusia derivaatan nollakohtia.

Jos Newtonin menetelmin alkuarvaus xg valitaan liian 1dhelté téllaista nollakohtaa,
niin kuvaajalle piirretty tangenttisuora on ldhes vaakasuora, ja seuraava iteraatio-
piste x; paityy hyvin kauas nollasta.

Tama esimerkki osoittaa, ettd vaikka alkuarvaus xg valittaisiin kuinka ldheltad nolla-
kohtaa x = a, on silti mahdollista, ettd Newtonin menetelma karkaa kauemmaksi,
jos f’(a) = 0. Tdssd ongelman aiheuttaja on se, ettd funktion derivaatta f’ sai arvo-
ja liian l1dheltd nollaa alkuperdisen funktion f nollakohdan x = 0 ympéristossa.

Oleellisesti samaa ideaa kéyttden voidaan tuottaa myds villimpid esimerkke;jd, silla
muokkaamalla funktion kuvaajaa iteraatiopisteen ldheisyydessd voidaan saavut-
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taa mika tahansa haluttu kédyttdytyminen ainakin yhden tietyn alkuarvauksen tuot-
tamalle jonolle. On esimerkiksi mahdollista 16ytéd4 sellainen funktio ja alkuarvaus,
ettd Newtonin menetelma suppenee kohti pistettd, joka ei ole funktion nollakohta
(tehtdva 45).

5.3 Kiintopisteiteraatio

Newtonin menetelmié voi tulkita my0s erikoistapauksena yleisemmastd yhtdlon-
ratkaisumenetelméasti nimeltd kiintopisteiteraatio. Kiintopisteiteraation tavoite
on ratkaista yhtélo

gx) = x, (15)

missd g on jokin annettu jatkuva funktio. Mikéli x toteuttaa timén yhtdlon, si-
td sanotaan funktion g kiintopisteeksi, eli pisteeksi joka ei muutu funktiota g
sovellettaessa. Toki yleisen yhden muuttujan yhtdlon muotoa f(x) = 0 voi aina
palauttaa myos yhtdlon (15) muotoon asettamalla g(x) = f(x) + x.

Kiintopisteiteraation tarjoama ratkaisumenetelma yhtélolle (15) perustuu funk-
tion g iteroimiseen. Tarkemmin sanottuna, alkuarvauksesta xp muodostetaan
jono pisteitd rekursiokaavalla

Xp+1=8(xy), kunn=0,1,2..., (16)

eli funktiota g sovelletaan toistuvasti. Siispd x, = g(g (... g (xo)...)), missd funk-
tiota g on sovellettu n kertaa. Toive on, ettd tdimi jono suppenee, silld jos ndin
muodostetulla jonolla (x,) on raja-arvo x, niin pisteen x tdytyy olla yhtdlén (15)
ratkaisu. Tima on helppo perustella ottamalla raja-arvo puolittain yhtédl6sté (16),
silld tilloin saadaan

x = lim xp41 = lim g(x,) = g(,}ijgoxn) = g(x),

missd hyddynsimme funktion g jatkuvuutta toiseksi viimeiseen yhtasuuruuteen.

Kiintopisteiteraatio, esimerkki. Tutkimme aiemmin esimerkin kautta yhtilon
cos(x) = x ratkaisemista Newtonin menetelmélld. Ratkaistaan sama yhtil6 nyt
kiintopisteiteraation avulla. Iteraatiofunktio on sopivasti g(x) = cos(x).

Aloittamalla iteraatio pisteestd xy = 1 saadaan seuraava taulukko. Virhettd on
verrattu todelliseen kiintopisteeseen x = 0,739085, jonka selvitimme aiemmin
Newtonin menetelmalla.
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jdsen arvo virhe suhteellinen virhe
Xo 1 0,2609... 35%

x1=g(xp) 0,5403... —0,1987... 27 %

X =g(x1) 08575... 0,1184... 16%

X3 0,6542... —0,0847... 11%

Xa 0,7934...  0,0543... 7,4 %

X5 0,7013... —0,0377... 5,1%

X50 0,7390... 7,06...-10710 96.10712%

Kiintopisteiteraation voi visualisoida miellyttavasti:

y
y=x
gx))=x2 - <
R B \
gxo)=x1 - g(x) = cosx

Huomataan, ettd iteraatiopisteet lahenevét todellista kiintopistetta vakaasti, mutta
eivét erityisen nopeasti. Suhteellinen virhe pienenee suunnilleen geometrisesti, ja
lahelld kiintopistettd tdma suhde ldhenee lukua | £'(0,739085...) | ~ 0,67. Seuraava
teoreettinen tulos kertoo, miksi niin kuuluukin olla.

Kiintopisteiteraation suppenemisehto 1. Jos funktio g on derivoituva, ja l6ytyy
vakio k < 1, jolla sen derivaatalle pitee | g (x)| < k kaikilla x € R, niin funktiolla g
on kiintopiste x = g(x), ja kiintopisteiteraatio suppenee kohti tité kiintopistetta.

Todistetaan lause seuraavalla tavalla. Vditimme ensin, ettd ehdon |g’ (x)| <k
toteuttava funktio toteuttaa itse asiassa yleisemmén ehdon

|g(x) — g(y)| <klx—-yl kaikilla x, y. a7

Ehdon (17) toteuttavia funktiota (missi k < 1) sanotaan kontraktioiksi, eli ne
ovat funktioita joissa kuvapisteiden etdisyys on aina pienempi kuin ldhtdpisteiden
etdisyys.

Oletuksesta |g'(x)| < k voidaan todistaa epéyhtild (17) kédyttdmélld véliarvo-
lausetta. Lause sanoo, ettd pisteiden x ja y vilissd on olemassa piste ¢, jolle
g(x)— g(y) = g'(&)(x — y). Téstd saadaan suoraan, ettd

g0 —g)| =g @]Ix-yl < klx—yl.
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Palataan nyt jonon (x,) suppenemisen madrittimiseen. Epayhtdloa (17) sovelta-
malla havaitaan, etta

|Xn+1— Xnl = |g(xn) — g(xn-1)| < klxp — Xn-1l.

Siispd perittiisten jonon pisteiden etdisyys on enintidédn k kertaa edellisten pistei-
den etdisyys. Koska k < 1, timi etdisyys suppenee kohti nollaa eksponentiaalisen
nopeasti. Tdstd on mahdollista pditelld myos, ettd jono (x,) suppenee ekspo-
nentiaalisella vauhdilla kohti jotakin raja-arvoa x. Kuten aiemmin havaitsimme,
raja-arvopisteen x taytyy olla yhtdlon (15) ratkaisu. Siispd menetelma on tuottanut
ratkaisun. O

Huom! On my6s mahdollista, ettd funktiolla on kiintopiste, vaikka sen derivaatta
ei toteuttaisi lauseen ehtoa |g'(x)| < k < 1. Esimerkiksi funktiolla g(x) = 2x on
kiintopiste x = 0, mutta kiintopisteiteraation suora soveltaminen ei 16yda sita.

Yleisesti ottaen funktion derivaatan arvo g’(x) kiintopisteessi x antaa informaa-
tiota siitd, mitd funktiota g iteroitaessa tapahtuu pisteen x ldheisyydessa. Mikali
g'(x) < 1, on kiintopiste x funktion vakaa kiintopiste. Tdimai tarkoittaa erityi-
sesti sitd, ettd ldheltd pistettd x valitut alkupisteet xy suppenevat edelleen kohti
kiintopistettd x funktiota iteroitaessa. Siis pieni muutos pisteeseen x ei muuta
iteraatiojonon xo, g(xo), g (§(x0)),... kidyttdytymista.

y . y
V= gx) y=x

g(x)

Sen sijaan jos g'(x) > 1, kiintopiste x on ep#vakaa kiintopiste. Jos tissi tapaukses-
sa alkuarvaus xo on valittu l4heltd pistettd x, niin jono xo, g(xo), g (g(x0)),... kar-
kaa aina poispdin kiintopisteesti x, ainakin lokaalisti. Teoriassa jono voi edelleen
palata ldhelle pistettd x riippuen funktion kiyttaytymisestd kauempana, mutta
epdvakaan kiintopisteen tapauksessa funktio tydntda aina pisteen ldhelld olevia
arvoja kauemmas kiintopisteestd. Pieni muutos kiintopisteeseen x aiheuttaa siis
huomattavan eron iteraatiojonon kdyttadytymisessa.

Kiintopisteiteraation kdyttdytymistd ei kuitenkaan voi aina pédételld pelkdstdin
derivaatan avulla. Jos kiintopisteessé x pétee g'(x) = 1, tai jos funktio g ei ole deri-
voituva pisteessi x, niin yleisesti ei voida sanoa enempé4 kiintopisteen laadusta.
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Mikali kiintopisteen x 1dheisistd pisteistd iterointi edelleen suppenee pisteeseen x
tai karkaa siitd kauemmas, voidaan piste luokitella taas vakaaksi tai epdvakaaksi
kiintopisteeksi. On my®0s tapauksia, jotka eivit sovi kumpaankaan néistéd luokista.

Seuraava tulos antaa riittdvin ehdon sille, ettd kiintopisteiteraatio suppenee kohti
vakaata kiintopistettd alkuarvolla xp.

Kiintopisteiteraation suppenemisehto 2
Olkoon funktiolla g kiintopiste a = g(a). Kiintopisteiteraatio
suppenee lukuun a alkuarvauksella xy, mikali patee

g’ < k<1,

kun x on ldhempéna tai yhtd kaukana pisteestd a kuin piste xp.

\ J

Todistus. Tutkitaan kiintopisteiteraatiota x,+; = g(xy), missd n=0,1,2,.... Ensim-
madisen suppenemisehdon todistuksen tapaan voidaan arvioida viliarvolauseella

lx1 — al = 1g(x0) — g(@) = g’ (©)llx0 — al < klxo — al.

Piste x; on siis ldhempéna kiintopistettd a kuin alkuarvo xy, eli iteraatio pysyy
alueella, jossa g on kontraktio. Vastaavasti arvioiden saadaan

lxp—al < klxp1—al < ... < K'|x—al,

joten iteraatio suppenee kiintopisteeseen, silld k" — 0. O
—00

Newtonin menetelmi kiintopisteiteraationa. Newtonin menetelmai voi myos

tulkita kiintopisteiteraationa funktiolle g(x) = x— ]j:,((fc)) , koska menetelmai perustuu

tdmén funktion iteroimiseen. Luonnollisesti funktion g kiintopisteet ovat funktion

[ nollakohtia, silld

f
f(x)

gx)=x = 0= 0= f(x).

Kédnteinen paiatelmé voidaan tehdd myos, kun f/(x) # 0. Newtonin menetelmissa
valittu lauseke funktiolle g on my®s jarkevé valinta nollakohdan 16ytdmiseen, silld
jos funktio f on kahdesti derivoituva, niin voidaan laskea

1
g’(x)zl— f(x) f(x)
(x)

f/(x)f(x)_(f/ )Zf (x) :Wf (x).

Mikéli f(a) =0ja f'(a) # 0, huomataan, ettd g’(a) = 0. Téstd voidaan paatells, ettd
jokainen yhtdlén f(x) = 0 ratkaisu, joka ei ole derivaatan nollakohta, on itse asiassa
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funktion g vakaa kiintopiste. Tdma perustelee jdlleen Newtonin menetelmén
toimivuutta nollakohdan a liheisyydessi, kun f'(a) # 0.

Kiintopisteiteraation suppenemisehtoa |g'(x)| < k < 1 voidaan soveltaa suoraan
edelld laskettuun derivaattaan, jolloin saadaan Newtonin menetelmaélle ehto, joka
takaa suppenemisen.

e N

Newtonin menetelmin suppenemisehto

Newtonin menetelma suppenee, jos funktiolla f on nollakohta, ja

fx)-f"(x)
(f/(0)°

kun x on ldhempéna tai yhtd kaukana nollakohtaa kuin alkuarvaus xjp.

<k<l,

\

Tama on erittdin kayttokelpoinen tulos, kun halutaan etukiteen varmistaa, ettd
Newtonin menetelma todella suppenee.

Havainnollistamme seuraavaksi Newtonin menetelmén kaoottisuutta geometri-
sesti, mutta titd varten meidén tiytyy yleistid menetelma uuteen kontekstiin.

5.4 Newtonin dynamiikkaa kompleksitasossa

Newtonin menetelm&d on mahdollista soveltaa my6s kompleksitason funktioille,
eli funktioille f : C — C, jotka ottavat syotteeksi ja tulostavat arvoikseen komplek-
silukuja. T4dssa tapauksessa menetelmén geometrinen tulkinta kuvaajan tangentti-
suoran seuraamisena ei endé ole jarkevd, mutta monille kompleksitason funktioil-
le on edelleen mahdollista mééritellda kompleksinen derivaattafunktio f'. Télloin
funktion

_I@

(@)
iteroimista jostain alkuarvauspisteesti zy ldhtien voidaan edelleen ajatella Newto-
nin menetelmin yleistyksend kompleksitasoon. Kompleksisen derivaatan omaavil-
la funktioilla on erityinen rooli matematiikassa, ja niitd sanotaan yleensi komplek-
siseksi analyyttisiksi funktioiksi.

g(2)=z

Emme mene tédssd yksityiskohtiin kompleksisen derivaatan maarittelyst3, silld kes-
kitymme ainoastaan kompleksisten polynomifunktioiden tutkimiseen. Polynomit
voidaan médritelld kompleksitasossa tavalliseen tapaan, silld kompleksilukuja voi
laskea yhteen ja kertoa keskenddn. Yleinen kompleksinen polynomifunktio astetta
n on muotoa

f(@) = anz" + a2+ + a1z + ag,

missd luvut ay,...,a, ovat kompleksilukuja, ja a, # 0. Myds reaalikertoimisia
polynomeja kuten p(z) = z3+z?+z+1 on usein hyodyllisti tulkita kompleksitason
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polynomeina. Kompleksisen polynomin derivaatta voidaan laskea aivan samalla
tavalla kuin reaalisessa tapauksessa, esimerkiksi p’(z) = 3z2+2z+1.

Keskitymme nyt kompleksisen polynomin nollakohtien eli juurien etsimiseen. Ku-
ten reaalisessa tapauksessa, polynomit voidaan edelleen jakaa tekijoihin juuriensa
perusteella. Esimerkiksi polynomillamme p(z) = z3 + z? + z + 1 on kolme juurta,
—1ja +i, ja se voidaan jakaa tekijoihin muotoon

p(2)=(z+1)(z—1i)(z+1).

Polynomien tekijéihinjako osoittaa, ettd polynomilla voi olla enintdén asteensa
verran juuria, moninkertaiset juuret mukaan luettuna. Osoittautuu kuitenkin,
ettd jokaisella polynomilla on fasan asteensa verran juuria kompleksitasossa,
edelleen moninkertaiset juuret mukaan luettuna. Tama tulos tunnetaan algebran
peruslauseena, joka on esitelty Lisdsivujen osassa 5. Jossain mielessa tulos kertoo,
ettd kompleksitaso on luonnollisempi ympaéristd polynomeille kuin reaaliakseli.
Esimerkiksi polynomilla g(x) = x? + 2 ei ole reaalisia juuria, sill4 ne piileskelevit
kompleksitasossa pisteissd +v/2i.

Tama tulos tekee polynomin juurien etsimisestd kompleksitasossa myos erittdin
mielenkiintoisen kysymyksen, silléd se takaa, ettd jokaisella polynomilla on ainakin
yksi nollakohta (paitsi toki nollasta poikkeavilla vakiofunktioilla). On mahdollista
myds ndyttdd, ettd polynomifunktioon sovellettuna Newtonin menetelma tulee
aina suppenemaan nollakohtien ldheisyydess4, eli jokaisen polynomin f juuret
ovat vakaita kiintopisteitad funktiolle z — % Vaikuttaa siis siltd, ettd Newtonin
menetelmd on varsin luonnollinen vaihtoehto polynomien juurten etsimiseen.

Newtonin fraktaalit

Mandelbrotin joukkoon (Pitkdn matematiikan lisdsivut 5) tutustunut lukija saat-
taa arvata, ettd kompleksitasossa funktioiden iterointi voi tuottaa monimutkaisia
ja mielenkiintoisia lopputuloksia. My6s Newtonin menetelmin tutkiminen joh-
taa kaoottisiin ja kauniisiin fraktaalirakenteisiin, joiden syntymisté esittelemme
seuraavaksi.

Aloitetaan polynomifunktiosta p(z) = z° + z% + z + 1. Kuten aiemmin totesimme,
polynomilla p on tasan kolme juurta, —1 ja +i. Osoittautuu, etté télle kyseiselle
kolmannen asteen polynomille Newtonin menetelmai tepsii hyvin - 1dhes jokainen
alkuarvauspiste zy suppenee johonkin néisti kolmesta juuresta. Tdtd hyodyntiden
lahdemme vérittim&dn kompleksitason pisteet yhdelld kolmesta véristé (valitaan
punainen, sininen, vihred) sen perusteella, mihin kolmesta juuresta Newtonin
menetelmi suppenee. Tdtd on havainnollistettu Kuvissa 16 ja 17.

Ndin syntyvid fraktaalikuvia kutsutaan Newtonin fraktaaleiksi, ja ne ovat kaunis
tapa havainnollistaa menetelmén toimintaa. Lisd4 esimerkkejd on esitelty Kuvissa
18ja 19.
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Kuva 16. Newtonin fraktaali polynomille
Z3 + z%2 + z+ 1. Viri kertoo, mihin juureen
menetelmd suppenee. Tummemmat pis-
teet suppenevat hitaammin.

Y

Kuva 18. Newtonin fraktaali erdille vii-
dennen asteen polynomille. Jokaisen
reunapisteen ldheltd voidaan 16ytéé jo-
kaiseen eri juureen suppenevia pisteité.

Kuva 17. Sama kuva suurennettuna la-
helle alueiden reunaa. Fraktaalirakenne
jatkuu loputtomiin.

Kuva 19. Toisen asteen polynomille frak-
taalirakennetta ei synny. Kuvassa poly-
nomi z2 +1.

Tutkitaan vield pisteitd, joissa Newtonin menetelma ei suppene. Edelld kisitellyissa
tapauksissa kdvi niin, ettd téllaisten suppenemattomien pisteiden joukot olivat
hiilyvdn ohuita. On kuitenkin mahdollista, ettd Newtonin menetelma ei suppene
laajemmassa alueessa, jopa yksinkertaisille polynomeille. Kuvissa 20 ja 21 on
esitetty tillainen tapaus, missid suppenemattomat pisteet on véritetty mustaksi.

Myds mustissa alueissa ndkyy fraktaalirakennetta, ja niilden muodossa on sa-
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Kuva 20. Newtonin fraktaali erdélle nel- Kuva 21. Sama kuva suurennettuna mus-
jannen asteen polynomille. Mustan alu- tan alueen ldhelle.
een pisteet eivét suppene.

moija piirteitd kuin Mandelbrotin joukossa. Ndiden fraktaalien rakenteeseen ja
yhteyksiin Mandelbrotin joukon kanssa liittyy paljon syvéllistd matematiikkaa,
jonka késittelyyn tarvittavia esitietoja emme tdsséd ehdi kdiymé&in 1dpi. Mainitta-
koon kuitenkin, ettd néditd aiheita késittelevda matematiikan osa-alue on nimeltdian
kompleksianalyysi ja erityisesti sen osa-alue kompleksidynamiikka.
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LUKU 5. NUMEERINEN YHTALONRATKAISU

Harjoitustehtivii

Osa tehtdvistd saattaa vaatia laskinta, tai esimerkiksi lyhyttd koodinpatkéa tietoko-
neella Newtonin menetelmén toteuttamiseen.

Tehtivi 39. Yhtilolld 4x = e* on kaksi ratkaisua. Etsi niille likiarvot Newtonin
menetelmalla.

Vihje s. 158 — ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtdvd 40. Tehtdvissd 39 ratkaistiin yhtdlo 4x = e* kaksi ratkaisua Newtonin
menetelmalld. Selvitd molempien ratkaisujen viisidesimaaliset likiarvot kiintopis-
teiteraation avulla.

Vihje s. 159 — ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtivd 41. Keplerin yhtilo

M=E—-esinkE,

on erds perustavanlaatuinen yhtilo, joka liittyy taivaankappaleiden liikkeisiin.
Kahden taivaankappaleen vuorovaikuttaessa liikkeiden laskemiseen liittyy suureet
nimeltd keskianomalia M ja eksentrinen anomalia E. Lisdksi suureessa esiintyva
parametri e on niin sanottu radan eksentrisyys (ei siis Neperin luku téssd).

Selvitd Newtonin menetelmalld eksentrinen anomalia E, kun keskianomalia M =
1,0 ja eksentrisyys e = 0,5. Voiko ratkaisuja olla useampia?

Vihje s. 159 — ( Toinen vihje s. 173 —>j

Tehtidvad 42. Etsi Newtonin menetelmélld luvun 10 kuutiojuurelle likiarvo viiden
desimaalin tarkkuudella. Kayttimé&si menetelmén ei tulisi kdyttdd muita laskutoi-
mituksia kuin yhteen-, vdhennys-, kerto- ja jakolaskua.

Vihje s. 159 — ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtédvid 43. Laadi Newtonin menetelm#dn perustuva algoritmi, joka laskee
positiivisen reaaliluvun a kdédnteisluvulle 1/a likiarvon kiyttden vain yhteen-
vihennys- ja kertolaskua.

Laske menetelmalld luvun 1/ likiarvo. Kuinka monta kertolaskua tietokoneen
taytyy laskea, jotta likiarvossa on 8 desimaalia oikein?

Vihje s. 159 — ( Toinen vihje s. 173 —>)
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Tehtidvi 44. Tutkimme Newtonin menetelmid tapauksessa f(x) = sin(x). On
olemassa alkuarvo 0 < xp < Z, jolle menetelmii iteroidessa kdy niin, ettd x, = xg.
Selviti likiarvo télle alkuarvolle x.

Vihje s. 159 — ( Toinen vihje s. 174 —>)

Tehtédvid 45. Newtonin iteraatio suppenee, mutta ei nollakohtaan. On mahdol-
lista muodostaa derivoituva funktio, jolla Newtonin menetelm& suppenee lukuun,
joka ei ole funktion nollakohta. Eris tédllainen esimerkki on

) X% (271’) « 40
——sin|—|, kunx
fx)= 27 x2

1, kun x=0.
Osoita, ettd alkuarvolla xyp = 1 Newtonin iteraatio suppenee lukuun, joka ei ole
funktion f nollakohta. Oletetaan tdssa tehtdvissd, ettd laskut suoritetaan tarkoilla
arvoilla.

Vihje s. 159 — ( Toinen vihje s. 174 —>)

Tehtidva 46. Tutki kiintopisteiteraatiota tapauksessa g(x) = x2. Selviti ensin,
miten alkupisteen x valinta vaikuttaa menetelmén suppenemiseen. Tutki vield
derivaatan avulla, ovatko tamén funktion kiintopisteet vakaita tai epivakaita.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>)
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Tehtiivi 47. Edellisessa tehtivissi esiintynyt kiintopisteyhtilé x? = x voidaan (ei-
negatiivisilla x:n arvoilla) kirjoittaa myos muodossa /x = x. Selvitd myos funktion
g(x) = y/x kiintopisteiden vakaus ja epévakaus.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtédvid 48. Mandelbrotin joukkoon kuuluvat sellaiset kompleksitason pisteet c,
joilla lukujonon

Z0=¢,
Zns1=25+c, kunn=0,1,2,...

jdsenet pysyvdt jonkin yldrajan péddssa origosta kaikilla n > 0. Joukkoon kuulumi-
sen ehto voidaan muotoilla my®s niin, ettd kun funktiota g(z) = z? + c iteroidaan
alkuarvolla zp = ¢, jonon jdsenten etdisyys origosta pysyy rajoitettuna.

N

Mandelbrotin joukko

Osalla Mandelrotin joukkoon kuuluvista luvuista iteraatio paityy sykliin, kuten
luvulla -1, jolla

Zp=c=-1
z1=z§+c=(—1)2—1=0
zz:zf+c:02—1 =-1
z3=0,

ja niin edelleen. Osalla taas iteraatio suppenee kiintopisteeseen, kuten luvulla 1/4,
jolla iteraatio lahestyy lukua 1/2.

Tutki, mill4 luvun c reaalisilla arvoilla funktiolla g(x) = x? + ¢ on vakaa kiintopiste.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>j
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6 Lagrangen interpolaatio

Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813

Tutustuimme aiemmin Taylorin polynomeihin, jotka tarjoavat luontevan tavan
arvioida funktiota polynomifunktiolla mink& tahansa annetun pisteen ldheisyy-
dessd. Taylorin polynomit eivit suinkaan ole ainut tapa approksimoida funktioita
polynomeilla, ja tutustumme tdssd luvussa toiseen perusmenetelmian nimelta
Lagrangen interpolaatio. Tim&dn menetelmin tavoite on 16ytd4 polynomifunktio,
jonka kuvaaja kulkee jonkin annetun pistejoukon kautta.

(xj,¥5) Pn(x)

. \/
Kuva 22. Lagrangen interpolaatiossa sovitetaan polynomi annetun pistejoukon kautta.
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LUKU 6. LAGRANGEN INTERPOLAATIO

Merkitédén téllaista pistejoukkoa (x;,y;), missd j = 0,...,n, eli pisteitd on n+1
kappaletta. Haluaisimme 16yt44 polynomin p,(x), jolle pétee

Pn(xj) =y, kaikilla j =0,...,n, (18)

eli sovittaa polynomin p, kuvaaja tason pisteiden (x;,y;) kautta. Tdtd varten tdy-
tyy toki olettaa, ettd koordinaatit x; ovat erisuuria, silld funktiomme ei voi saada
kahta eri arvoa samassa pisteessd. On luonnollista kysyd myos jatkokysymyksend,
mikd on yksinkertaisin mahdollinen polynomi p,(x) joka toteuttaa ehdot (18).
Kéytdnnossd tdmad tulee tarkoittamaan sitd, ettd haluamme madrittdd pienimmaéan
mahdollisen asteen polynomille p;,. Aloitetaan tutkimaan ongelmaa yksinkertai-
sista tapauksista ldhtien.

Mikali pistejoukossamme on vain yksi piste (x, yo), yksinkertaisin ratkaisu 16ytyy
valitsemalla polynomiksi vakiofunktio py(x) = y1, jonka aste on nolla. Mikdli pis-
teitd on kaksi, eli (xg, yo) ja (x1, 1), ei vakiofunktion sovittaminen vilttimaéttd enda
onnistu (jos yp # y1). Sen sijaan ensimmadisen asteen polynomin sovittaminen
aina onnistuu, silld kahden pisteen kautta voi aina piirtda suoran. Télle suoralle
voi tarvittaessa kirjoittaa tarkan yhtalén

i—Yo
X1 — Xo

p1(x) = (x — x0) + ¥0,

joka on haluttu ensimmdisen asteen polynomi. Ndistd kahdesta esimerkistd voi
ehka jo arvata, ettd tyypillisesti n + 1 pisteen kautta sovittamiseen tarvitaan rat-
kaisuksi polynomi astetta n. Ndin todellakin kdy, ja tdimé on varsin luonnollinen
lopputulos, silld polynomi astetta n on muotoa

Pn(X) = apx" +---+ajx1 + ay,

eli sen madrittdd yhteensd n + 1 sdddettdvad kerrointa ay, ..., a,. Kertoimia on siis
yhtd paljon kuin yhtél6itd kaavassa (18), mikd on luonnollinen tilanne yhtédléryh-
man ratkaisemisen kannalta.

Osoittautuu myos, ettd mikéli yhtdléoryhmallad (18) on enintdédn astetta n oleva
polynomi p,(x), niin sen taytyy olla yksikdsitteinen. Jos nimittdin kaksi eri polyno-
mia p(x) ja g(x) toteuttavat ndmé samat yhtilot, niin funktiolla p(x) — g(x) olisi
ainakin n + 1 nollakohtaa xy, ..., x,. Polynomilla, jonka aste on enintdin n, ei voi
olla n + 1 nollakohtaa ellei polynomi ole vakiofunktio nolla. Siispad p(x) — g(x) =0,
elip=gq.

Tarvitsisi endd 16ytdad yhtidloryhmalle (18) jokin ratkaisu, joka on enintdén astetta
n. Tama ratkaisu voidaan aina loyté4, ja sitd sanotaan pistejoukon (x;,y;) La-
grangen interpolaatiopolynomiksi. Tutkitaan nyt, miten tima polynomi voidaan
madrittad.

Hyvin konkreettinen menetelma 16ytdd Lagrangen interpolaatiopolynomi on kasi-
telld ensin helpompi tapaus, jossa arvoista y; kaikki paitsi yksi on nolla. Sovitaan
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LUKU 6. LAGRANGEN INTERPOLAATIO

esimerkiksi, ettd y; = 0 aina, kuin j # k, missé k on jokin kiinnitetty indeksi jou-
kosta 0,..., n. Yksinkertaistetaan vield sopimalla, ettd y; = 1. Haluaisimme siis
madrittdd polynomin L, jolla on nollakohta pisteissd xo, ..., Xk—1, Xk+1,---» Xn, ja
joka saa pisteessd xy arvon 1. Koska Ly on enintdédn astetta n, olemme loytédneet
kaikki sen mahdolliset 7 juurta. Siis voimme kirjoittaa polynomin L; muodossa

Li(x) = Cr(x = x0) +++ (% = Xp—1) (X = Xg1) -+ (x — X)) = Ci [ [ (x = %)),
j#k
missd ]_[ (x — x;j) on lyhennysmerkint yll& olevalle tulolle ja Cy on vakiokerroin,
Jj#k
jonka voimme vield madrittdd. Tdma vakio selvidd ehdosta Ly (xy) = 1, josta saa-
daan yhtilo

1
1=Lig(xg) =Ck | | (xx—x;), jostaratkaistuna Cy=-—=——"—.
]'l;lk ! JIETRE)
j#k

Siis polynomille L, saadaan lopullinen kaava
[TGe-x)
j#k

[TGx—xp
j#k

Li(x) =

Palataan nyt yleiseen tapaukseen, jossa arvot y; ovat mielivaltaisia. Ndhddan
kuitenkin, ettd timédn ongelman ratkaisu saadaan kaavasta

Pn(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + -+ ypLn(x),

silld sijoittamalla saadaan L(xg) =040+ + yrLg(xg) +0+---+0 = yg. Siis yleisen
Lagrangen interpolaatiopolynomin eli yhtidléryhmaén (18) yksikédsitteisen ratkaisun
astetta < n voi kirjoittaa muodossa

[Te-xp

() = Li(x) = - (19)
Pn gOJ/k k kg'oyk Hk(xk‘xj)
J#

Esimerkki. Paraabeli kolmen pisteen kautta

Sovelletaan kaavaa (19) tilanteeseen, jossa halutaan yhdistéa pisteet (a, A), (b, B)
ja (c, C) toisen asteen polynomin kuvaajalla. Lagrangen polynomiksi p, saadaan

. (x=b)(x-¢c) N (x-a)(x-o) N .(x—a)(x—b)
(a—b)(a-c) (b—a)(b-rc) (c—a)(c—=b)’

p2(x)=A

83



LUKU 6. LAGRANGEN INTERPOLAATIO

Kaavan toimintaa voi havainnollistaa sijoittamalla x = a, jolloin saadaan
(a-b)a-rc)
(a—b)a-c)

Valitaan pisteiksi esimerkiksi (1,1), (2,3) ja (3,4), jolloin polynomiksi saadaan

hieman sieventamalla
(x-2)(x-3) (x-1(x-3) x-1Dx-2)

. +3- +4-

(1-2)1-3) 2-1(2-3) B3-1)3-2)

x2-5x+6 X2 —4x+3 x2—3x+2
- +3- +4-

p2(a)=A +B-0+C-0=A-1=A.

p2(x) =1

2 -1 2
=—%x2+;x—2.
y
41
31
2
11
-1

6.1 Lagrangen polynomin virhe

Pohditaan nyt, miten hyvin Lagrangen interpolaatiota voidaan soveltaa jonkin
annetun funktion approksimoimiseen. Olkoon funktio f(x) méaritelty vililla [a, b],
ja valitaan vélilta [a, b] yhteensd n + 1 kappaletta pisteitd xo, ...,x,. Valitsemalla
Lagrangen interpolaatiossa y; = f(x;) voidaan nyt funktion kuvaajan pisteiden
(x i flx j)) kautta sovittaa polynomi p(x) astetta n kuten edelld, ja tdma polynomi
saa erityisesti samat arvot kuin funktio f valitsemissamme pisteissé x;.

Kysymys kuuluu, kuinka hyvin polynomi p approksimoi funktion f arvoja muissa
pisteissd kuin kiinnittdmissdmme pisteissd x;. Yleisesti ei ole mitéén taetta, ettd
funktion f kuvaaja ei mutkittelisi kaukana polynomista pisteiden x; ulkopuolella,
mutta olettamalla hieman lisdd funktion f derivoituvuudesta voidaan todistaa
seuraava tulos.
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Lagrangen interpolaation virhearvio

Mikali funktio f on n+ 1 kertaa jatkuvasti derivoituva vélilla [a,b],
on jokaisella pisteelld x olemassa piste ¢ = ¢ (x) vélilld | a, b[ siten, ettd
0@

(n+1)!
missd f"*D tarkoittaa funktion asteen n + 1 derivaattaa, ja

F) —pnlx) = Tp41(X), (20)

i1 (x) = (x = Xo) - - (x — xp).

Todistamme tdmén lauseen hetken péidstd, mutta haluamme ensin kiinnittaa

huomiota siihen, ettd yhtélo (20) antaa meille arvion funktion f ja polynomin p,

arvojen etiisyydestd. Nimittdin jos M, = Err[lai] |f (n+1) (€)| merkitsee kertaluvun
€la,

n+1 derivaatan f"*! maksimiarvoa vililld [a, b], niin tilloin saadaan epéyhtilo

|f(l’l+1)(€)| M, (b- a)n+l
|f(x)—l9n(x)|<W|ﬂn+1(x)|<+(lnT- 21

Téssd viimeinen epdyhtéld perustuu myds arvioon |x — x| < b — q, eli siihen, ettd
kahden vilin [a, b] pisteen etdisyys on enintddn vilin pituus, joka voidaan tehdd
jokaiselle funktiossa 7, esiintyville tekijille.

Vaikka vélin [a, b] pituus b — a olisi iso, huomataan, ettd arviossa (21) esiintyva
eksponentiaalinen tekija (b - a)™*! kasvaa silti huomattavasti hitaammin kuin
kertomafunktio (n + 1)! nimittdjdssa. Arvio (21) kertoo siis erityisesti sen, ettd
mikili funktion f korkeamman asteen derivaatat eivét paisu erityisen suuriksi,
niin Lagrangen interpolaatiopolynomi antaa hyvin tarkkoja arvioita, kun aste n on
valittu riittdvéan suureksi. Ndin tapahtuu esimerkiksi trigonometrisilla funktioilla
sin(x) ja cos(x), joiden kaikkien asteiden derivaatat pysyvét samoissa rajoissa kuin
funktiot itse.

Huom! Y13 esitetty virhekaava antaa hyvid arvioita yksinomaan silloin, kun an-
netun pistejoukon kautta kulkee funktio f, jonka asteen n + 1 derivaatta f"**1) ei
saa liian suuria arvoja. Tdma4 on tilanne, joka ei kdytdnnon sovelluksissa suinkaan
aina toteudu. Nimittédin pienikin muutos interpoloitavassa datassa voi johtaa suu-
riin muutoksiin asteen n + 1 derivaatan arvioissa, ja aiheuttaa villeja heilahteluja
Lagrangen interpolaatiopolynomissa varsinkin, kun ekstrapoloidaan alkuperdisen
datan ulkopuolelle.
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ps(x)
ps5(x)

Kuva 23. Pienet muutokset ldhtdarvoissa voivat johtaa suuriin muutoksiin Lagrangen
interpolaatiopolynomin arvoissa.

Esimerkiksi reaalimaailman sovelluksissa mitattavaan dataan liittyy aina tietty-
ja mittausvirheitd, jonka vuoksi Lagrangen interpolaatio ei ole néissi tilanteissa
suositeltava sovitusmenetelma. Siksi kdytdnnon sovelluksissa turvaudutaan usein
muihin approksimointimenetelmiin, kuten ns. pienimmaén neliGsumman mene-
telmadn.

Virhekaavan todistus. Todistetaan nyt kaava (20). Todistus ei ole kovin yksinker-
tainen, silld se perustuu Luvussa 3 esittimddmme Rollen lauseeseen. Rollen lause
sanoi, ettd jos jollakin derivoituvalla funktiolla F on kaksi nollakohtaa, niin sen
derivaatalla on nollakohta ndiden valissa.

Samalla idealla voidaan saada my6s tietoa korkeamman asteen derivaatoista
mikéli nollakohtia on enemman. Jos funktiolla F on esimerkiksi kolme nollakohtaa
a, b ja c, niin sen derivaatalla F’ on ainakin kaksi nollakohtaa, yksi molemmilla
vileilld ]a, b[ ja 1b, c[. Soveltamalla Rollen lausetta uudestaan funktioon F’ ndissi
nollakohdissa huomataan, ettd myos toisella derivaatalla F” tdytyy olla nollakohta
vililld ] a, bl.

Induktiolla voidaan tésté todistaa yleinen Rollen lause korkeamman asteen deri-
vaatoille, joka sanoo, ettd jos n + 1 kertaa derivoituvalla funktiolla F on 7 + 2 nol-
lakohtaa, niin sen n + 1-kertaisella derivaatalla F***! on ainakin yksi nollakohta
ndiden vilissa.

Palataan nyt kaavan (20) todistamiseen. Loppuosa todistuksesta tulee vaatimaan
vield yhden tempun. Haluamme todistaa yhtdlon (20) jokaiselle x, joten valitaan
jokin x vililtd [a, b], ja ajatellaan sitéd kiinnitettynd arvona. Jos x = x; jollakin j,
niin molemmat puolet yhtélostd (20) ovat selvésti nollia, eli voimme olettaa x # x;
kaikilla j. Nyt niksi on tarkastella sopivaa lauseketta, joka on funktio F(f) muotoa

f(x) = pn(x)

F(t)=f(0)—pau(t) -
()= ()= pa(D) T

M1 (8).

Otimme tdssd kdytt66n uuden muuttujan ¢, koska x on kiinnitetty luku.
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Nyt huomataan, ettd funktiolla F(¢) todellakin on n + 2 nollakohtaa vélilla [a, b],
silld se on nolla n+1 pisteessi xy, ..., X, ja ndhddin myos helposti laskemalla, ettd
F(x) = 0. Erityisesti Rollen lause sanoo, etti n + 1-kertaisella derivaatalla F"**V (r)
on nollakohta vililld [a, b].

Toisaalta funktiota F ei ole vaikea derivoida: Polynomi p,(x) on astetta n, joten
sen n + 1-kertainen derivaatta on nolla. Polynomi 7, taas on astetta n + 1, joten
sen n + 1-kertainen derivaatta on vakio, joka mdiraytyy suurimman asteen termin
kertoimen perusteella. Kertomalla sulut auki huomataan, ettd

Tns1(8) = (t—xg) -+ (£ — Xp) = " + [matalamman asteen termit],

joten potenssifunktiota t"*! toistuvasti derivoimalla saadaan

(n+1)

nn+1

(H=mn+1)-n----2-1=(n+ 1L
Siispd voidaan lopulta laskea, ettd

FOD (g = D) gy f(x) = pax) (1)l

i1 (X)

Rollen lauseen perusteella tdllda funktiolla oli nollakohta jossain pisteessd ¢ = ¢,
joten tdssd pisteessd pétee, ettd

X)— pn(x
0=f"t S~ pnla) (n+1),
Tp+1(X)
mistd seuraa vdittimamme yhtélo (20), kun x # x;. Vdite on todistettu. O

Kaava (20) ja siitd johdettu arvio (21) saattavat vaikuttaa hieman mutkikkailta,
mutta niilld on mielenkiintoisia seurauksia.

Palautetaan mieleen, ettd Lagrangen interpolaatiopolynomi p,, on yksikisitteinen
polynomi astetta < n, joka leikkaa funktion kuvaajaa n + 1 pisteessa. Siispd arvio
(21) pétee itse asiassa mille tahansa polynomille astetta < n, jonka tiedetdin
leikkaavan funktion f kuvaajaa jossain n + 1 pisteessd (koska timan polynomin
taytyy olla interpolaation antama polynomi p;,).

Tdméd huomio on toisinaan hyddyllinen arvioimaan polynomin erotusta johonkin
tunnettuun funktioon, ja tarvitsemme yll4 esiteltyjd virhearvioita etenkin seuraa-
vassa luvussa, jossa perehdymme yhteen polynomiapproksimaation keskeisim-
mistd sovelluksista, numeeriseen integrointiin.
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Harjoitustehtivii

Tehtidvid 49. Etsi Lagrangen interpolaatiopolynomi pisteille (-1,1), (1,1), ja (2,4)
kaavasta (19) ja sievenna se.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtdvid 50. Sekd Lagrangen interpolaatio ettd Taylorin polynomi ovat tapoja ap-
proksimoida tunnettua funktiota polynomifunktioilla. Ndiden lisdksi on muitakin
tapoja, kuten Hermiten ja Chebyshevin polynomit.

Verrataan nyt Lagrangen ja Taylorin polynomien muodostamaa approksimaatiota
funktiolle f(x) = cos x. Muodosta ensin toisen asteen Lagrangen polynomi, joka
saa samat arvot kuin funktio f pisteissd —n/2, 0, ja /2. Vertaa tulosta tehtdvissa
12 laskettuun toisen asteen Taylorin polynomiin, joka on kehitetty pisteessd x = 0.
Millaiseen approksimointiin eri polynomit sopivat?

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtdvd 51. Oletetaan, ettd tunnemme pisteiden (x;,y;), j =1,...,n+ 1 kautta
kulkevan interpolaatiopolynomin p,,. Haluaisimme lisita joukkoon vield uuden
pisteen (xo, o) ja muodostaa uuden polynomin p;; tdmén yhtd suuremman pis-
tejoukon kautta. Suoraan kaavaan (19) sijoittaminen tuottaa kuitenkin vaivalloisen
sieventdmisen, joten keksi oikotie, joka hyddyntdad polynomia p,.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>j

Tehtédvi 52. Tutkitaan funktiota f(x) = sin(x) vélilld [-1,1]. Etsi jokin riittdva
pisteiden lukuméira »n niin, ettd Lagrangen interpolaatiopolynomin p,(x) abso-
luuttinen virhe | f (x) — p,(x)|, on suuruudeltaan enintdidn 1072 koko valillA.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 175 —>]

Tehtédva 53. Oletetaan, ettd funktiolla f on vililld [a, b] seuraava ominaisuus: On
olemassa luku N siten, ettd valittiinpa véliltd [a, b] kuinka monta interpolaatiopis-
tettd x; hyvédnsd, niin Lagrangen interpolaatiopolynomin aste on aina enintédén N.
Osoita, ettd funktio f on koko vililld [a, b] yhtd suuri kuin jokin polynomi, joka on
enintddn astetta V.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 176 —>)
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7 Numeerinen integrointi

ahAAAi

Pinta-alojen laskeminen on suhteellisen yksinkertaista niin kauan kuin késitellddan
monikulmioita, mutta kaarevien muotojen alat lasketaan yleensid méaaréttyjen

b
integraalien f f(x)dx avulla.
a

Téassd luvussa pyrimme ymmartdmé&in, miten médréttyjen integraalien arvoja
voidaan laskea numeerisesti. Tyypillisesti opimme ensin laskemaan integraaleja
madrittdmalld integroitavalle funktiolle integraalifunktio, jonka avulla méaratylle
integraalille voidaan laskea tarkka arvo kdyttden analyysin peruslauseen muotoa

b
f f(x)dx = F(b)-F(a), missd F'(x) = f(x).

Toisaalta monilla funktioilla ei ole ollenkaan yksinkertaista integraalifunktiota, tai
sellaisen laskeminen ei ole kdytdnnéllistd. Funktio e on perusesimerkki funk-
tiosta, jonka integraalifunktiota ei voida esittda tavallisten funktioiden avulla. T4l-
laisissa tapauksissa méaratylldkdan integraalilla ei yleensd ole suljettua muotoa.

Erés téllainen integraali on

1
f e dx =~ 1,46265,
0

jonka kanssa joudumme tyytymién likiarvoon. Monessa sovelluksessa emme
muuta tarvitsekaan. Madrédtyn integraalin likiarvon laskemista kutsutaan nu-
meeriseksi integroinniksi. Hyvdn numeerisen integrointimenetelmén kriteereita
ovat laskennan tarkkuus ja keveys: haluamme riittdvin tarkan likiarvon lyhyessa
laskenta-ajassa.

Yleinen kysymyksemme on siis laskea likiarvo annetun funktion f maéritylle
integraalille

b
f f)dx, (21
a
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jonkin annetun reaaliakselin vilin [a, b] yli. Integroimista varten oletamme alkuun
ainakin, ettd f on jatkuva.

Tyypillisin perusidea numeerisessa integroinnissa on korvata annettu funktio
f jollain yksinkertaisemmalla funktiolla, joka pyritddn valitsemaan niin, ettd se
approksimoi funktiota f mahdollisimman hyvin. Erds luonnollinen valinta tdhian
tehtdvéadn ovat polynomifunktiot, silld polynomien integraaleja on helppo laskea.
Kuten olemme aiemmissa luvuissa havainneet, on olemassa luontevia tapoja
approksimoida funktioita polynomeilla, kuten Taylorin ja Lagrangen polynomit.

Polynomeilla approksimoitaessa olemme myds huomanneet, ettd polynomin
asteen kasvattaminen yleensd parantaa arvioita. Ndin kidy my0s numeerisessa
integroinnissa, mutta aloitetaan tarkastelu kuitenkin yksinkertaisimmasta tapauk-
sesta.

7.1 Suorakaidesaidnto

Yksinkertaisin valinta polynomiapproksimaatioon on tietysti vakiopolynomi, eli
astetta 0 oleva vakiofunktio py(x) = c. Mikéli annettua funktiota f halutaan ap-
proksimoida vakiofunktiolla vélilld [a, b], on luontevaa asettaa téksi vakioksi jokin

funktion arvoista, esimerkiksi funktion f arvo vilin keskipisteessd %b. Tasta
saadaan seuraavanlainen arvio
b b
a+b a+b
f f(x)dx:f f( )dxz (b—a)f( ) (22)
a a 2 2

Tama arvio ei valttdmaitta ole hirvedn hyvd, mutta se on ainakin helppo laskea.
Samalla idealla voidaan kuitenkin johtaa myos tarkempia arvioita, jakamalla yk-
sinkertaisesti véli [a, b] ensin pienempiin osavéleihin.

Aloitetaan valitsemalla osavélien lukumaiéra n, ja jakamalla véli [a, b] tasaisesti
samansuuruisiin osavileihin. Jokaisen osavilin pituudeksi tulee siis
b—a

Ax = .
n

Jos osavilejd merkitddn I4,..., I, niin niiden tarkat lausekkeet saadaan kaavoista

I =[a, a+ Ax]
L =[a+Ax, a+2Ax]

I,=[a+(n-1)Ax, b].

Tarkkaillaan myos jokaisen osavilin I; keskipistettd m, jolle saadaan kaavaksi
mj=a+(j-3)Ax.
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Mitéd suurempi luku n valitaan, sitd pienempid osavilit /; ovat. Kun funktio f on
oletettu jatkuvaksi ja vilit valitaan riittdvin pieniksi, niin funktion f arvot jokaisen
yksittdisen pienen vilin I; siséllé eivit poikkea kovin paljon toisistaan. Siispd mité
pienempi osavili I}, sitd pienempi virhe vakioapproksimaatiossa f(x) = f(m;)
tapahtuu, kun x on valittu véliltd I;.

Pilkotaan nyt funktion f madrétty integraali osavéleihin, ja sovelletaan jokaisella
osavalilld arviota (22). Tdma antaa tulokseksi arvion

b n
f fdx = Ax ) f(my).

j=1

Tété arviota sanotaan suorakaidesddnndéksi, ja sen antama arvio suppenee kohti
madrdtyn integraalin todellista arvoa, kun n — co. Suorakaidesdénto saa nimenséa
sen geometrisesta tulkinnasta, silld jos funktion méérétyn integraalin tulkitsee
sen kuvaajan alle jddvana pinta-alana, niin suorakaidesddnto perustuu pinta-alan
arvioimiseen kapeilla suorakaiteilla. Suorakaidesddnnén antaman arvion suppe-

Kuva 24. Suorakaidesaanto viidelld osavalilla.

nemisnopeus riippuu funktion f kéyttdytymisestd, silld funktion heilahteleminen
pienemmilld skaaloilla voi pahentaa arviointivirhettd. Suorakaidesddnté on melko
helppo toteuttaa, silld se vaatii ainoastaan funktion f arvojen laskemista osavélien
keskipisteissd. Se osoittautuu kuitenkin hieman epakéytdnnolliseksi menetelmak-
si, silld korkeamman asteen menetelmadt tuottavat huomattavasti parempia ar-
vioita. Palaamme tarkkaan virhearviointiin my6hemmin, mutta késitellddn ensin
lisdd menetelmid.
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7.2 Puolisuunnikassaanto

Yksinkertainen tapa pyrkid parantamaan suorakaidesddannon arviota on kasvattaa
approksimoivan funktion astetta yhdelld, eli korvata vakiofunktio lineaarisella
funktiolla. Lineaarisen funktion kuvaaja vililla [a, b] on jana, joten geometrisesti
tdma menettely vastaa suorakaidesdannon suorakulmioiden korvaamista puoli-
suunnikkailla, mistd menetelma saa nimensa.

X1 X2 X3 X4 X5 X6

Kuva 25. Puolisuunnikassdanto viidelld osavalill4.

Haluaisimme seuraavaksi etsid lineaarisen funktion, joka approksimoi funktiota f
vélilla [a, b]. Erds luonnollinen tapa tehd4 tdm4i on laskea ensin funktion arvo vilin
pédtepisteissid a ja b. Pddtepisteissd kuvaajan pisteiden (a, f (a)) ja (b, f (b)) kautta

kulkee jana, jonka lausekkeeksi voidaan laskea p; (x) = w (x—a)+ f(a). Tasta
saadaan pienelld laskulla arvioksi
b b b—a
f fdx = f pwdx = (@ + 1), (23)
a a

Kuten suorakaidesddnndossd, tdtd arviota voidaan parantaa toteuttamalla se vilin
[a, b] pienissd osavileissa koko vilin sijaan. Merkitdén néitd osavilejd taas I}, ja
olkoon x; = a+ (j — 1)Ax jokaisen osavilin I vasen péétepiste, jolloin I;:n oikea
pddtepiste on x;1. Erityisesti x; = a ja x,+1 = b. Nyt soveltamalla arviota (23)
jokaisen osavilin sisdlld saadaan

fe) + fx2) +f(xz)+f(x3) R f(xn)+f(xn+1))
2 2 2

b
f f(x)dx :Ax(
a

1 1
= Ax(éf(xl) +fx)+ fx3)+---+ flxp) + Ef(xn+l)
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fla ¢ f(b)

=Ax T+Jg‘2f(xj)+7 .

Verrattuna suorakaidesdadntton, tulee puolisuunnikassddnnoéssé laskea funktion
arvo ainoastaan yhdessd ylimadrdisessd pisteessd, silld osavilien pddtepisteitd on
yhteensi n + 1 kappaletta kun taas keskipisteitd on n kpl. Vaikka puolisuunnikas-
sddnto on yhtd polynomin astetta korkeampi menetelméi kuin suorakaidesdanto,
ei se kuitenkaan tarjoa huomattavasti parempaa arviota integraalille. Tdma perus-
tuu seuraavaan ideaan.

Palataan vield suorakaidesddnnon vakiofunktioon py(x) = f (%b) Huomataan,
ettd tdlld vakiofunktiolla on sama integraali kuin milld tahansa lineaarisella funk-
tiolla, joka saa saman arvon kuin pg vilin keskipisteessd m = %b, eli milla tahansa
funktiolla muotoa g(x) = C(x — m) + f(m), missd C on vapaavalintainen kulma-
kerroin. Télle seikalle on luonteva geometrinen selitys, joka nidkyy kuvassa 26
tapahtuvana vakiofunktion yli ja ali menevien alueiden kumoutumisena. Tdma
kumoutuminen perustuu erityisesti sithen, ettd ensimmdisen asteen polynomiter-
mi x on pariton funktio.

Kuva 26. Vakiofunktiolla ja lineaarisella funktiolla on sama integraali symmetriselld vélilla
funktioiden leikkauspisteen ymparilla.

Jossain mielessd suorakaidesadnto siis vastaa myods ensimmaisen asteen polyno-
miapproksimaatiota, silld se tarjoaa saman arvion kuin jos vakiofunktion sijaan
approksimaatioon kéyttdisi lineaarista funktiota, joka saa saman arvon kuin f
valin keskipisteessd ja missd tahansa toisessa vapaavalintaisessa pisteessd. Tdma
antaa toki hitusen eri lopputuloksen kuin jos kyseisen lineaarisen funktion sovit-
taisi vdlin paatepisteiden suhteen, mutta virhearvion kannalta menetelmissa ei
tule olemaan huomattavaa eroa.

Vaikka asteen kasvattaminen ei tédlld kertaa auttanut, tapahtuu huomattava paran-
nus toisen asteen approksimaatioon siirryttdessa.
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7.3 Simpsonin sddnto

Luonnollisesti seuraava idea on approksimoida funktiota f toisen asteen poly-
nomilla, eli arvioida sen kuvaajaa paraabelilla. Tdma lahestymistapa tunnetaan
Simpsonin sddntond, ja se on saanut nimensd Thomas Simpsonilta (1710-1761).
Itse asiassa Simpson oppi menetelmén Newtonilta, ja saman menetelmén julkaisi
jo Johannes Kepler vuonna 1615. Matemaattisten tulosten nimedmisen hienoises-
ta epdjohdonmukaisuudesta kertoo myos se, ettd Newtonin menetelmén nykyidan
kdytossd olevan muodon kehitti puolestaan Simpson.

Thomas Simpson (1710-1761)

Paraabelin sovittamiseen tdytyy valita kuvaajalta kolme pistettd, ja hyvin luon-
nollinen valinta tdhdn ovat vilin pditepisteet ja keskipiste. Yksittdiselld valilla
[a, b] voidaan sovittaa Lagrangen interpolaatiolla toisen asteen polynomi p; (x),
jolle pétee p2(a) = f(a), p2(b) = f(b), ja p2 (%b) = f(%b). Télle polynomille voi-
daan tarvittaessa laskea kaava lausekkeesta (19). Sddstdamme lukijan mekaaniselta
laskulta, ja paljastamme, ettd timé tuottaa arvioksi

b b b- b
f fx)dx =~ f p2(x)dx = Ta(f(a)+4f(%)+f(b))- (24)
a a

b

&
a+b
2

Kuva 27. Simpsonin sddnnossd funktion integraalia verrataan sopivasti sovitetun paraabe-
lin integraaliin.
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Tatd voidaan halutessamme soveltaa edelleen pienemmilld osavéleilld
Ij = [xj,xj+1], joiden keskipisteitd merkitsemme m , ja saadaan arvio

b A
f f)dx = Fx[f(xﬂ +4f(my) +2f(x2) +4f(mo) +2f(x3) + 4f(m3)+

+2f(x4) + -+ 4f (M) + f(Xn11)]

F) +4) fmp) +2) fx) + fxne1) |-

B Ax
6 ]‘:1 j=2

Osoittautuu, ettd Simpsonin sddnnodn tuottama arvio on huomattavasti parempi
kuin suorakaidesddannossad ja puolisuunnikassdanndssa. Tarkkuutta arvioitaessa
tasapuolista on vertailla menetelmien versioita, jotka laskevat funktion arvon yhta
monessa pisteessd, silld juuri funktion arvon laskeminen vie tyypillisesti eniten
laskenta-aikaa.

Esimerkki. Testataan suorakaidesddnnon, puolisuunnikassddnnoén ja Simpsonin
sddnnon tarkkuutta laskemalla médritty integraali I = fi sinxdx viiden funktion
arvon avulla.

NNz IEN

Kuva 28. Funktion f(x) = sin x vélin [0, 7] ma&radtyn integraalin approksimointi suorakai-
desddnnolld, puolisuunnikassddnnolld ja Simpsonin sddnnolla.

Integraalin tarkka arvo on I = 2, joten menetelmien tarkkuutta on helppo vertailla.
Menetelmit antavat seuraavat arviot:

Suorakaidesdianto:

1= Ax-(fmy)+ f(mp) + f(mz) + f(mg) + f(ms))

7T (. n . 3nr _ b5m | 7m . 97w
= —-[sin — +sin — +sin — +sin — +sin — =~ 2,03328.
5 10 10 10 10 10
Puolisuunnikassiaianto:
1 1
I=Ax- (zf(xﬂ + f(x2) + f(x3) + f(x4) + Ef(xs))
a (1 . . T . m . 3m
= —-|=sin(0) + sin— +sin — + sin— +sinx ~ 1,89612.
4 \2 4 2 4
Simpsonin sdanto:

A
[:?x-(f(xl)+4f(m1)+2f(x2)+4f(m2)+f(x3))

w2 (. LT LT . 3m
:T- sm(0)+4smz +2$1n§ +4smz+sm7t =~ 2,00456.
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Télle integraalille suorakaidesdédnt6 antaa jopa paremman arvion kuin puolisuun-
nikassddntod, mutta Simpsonin sddntod on selvdsti tarkin.

Tyypillisesti numeerista derivaattaa lasketaan tilanteessa, jossa tarkka arvo ei
ole tiedossa. Téll6in on tdrkedd pystyd arvioimaan menetelmén tarkkuutta teo-
reettisesti, jotta osataan valita menetelm4, joka antaa vastauksen tarvittavalla
tarkkuudella.

7.4 Numeerisen integroinnin virhearviot

Haluaisimme esittdd edelld esitettyjen numeeristen integrointimenetelmien vir-
heen jollain tavalla, joka riippuisi funktion f kidyttdytymisestd. Esittimdmme
virhearviot tulevat riippumaan funktiomme korkeamman asteen derivaatoista,
joten oletamme tdstid ldhtien, ettd funktio f on derivoituva riittivdn monta kertaa.

Tassd kohdassa Lagrangen interpolaatiopolynomeille todistamamme arvio (21)
on hyo6dyksi, silld edelld mainittujen numeeristen integroimismenetelmien pe-
rusidea oli juurikin sovittaa funktion kuvaajan pisteiden kautta sopivan asteinen
polynomi.

Esimerkiksi puolisuunnikassdannon tapauksessa yksittdiselld vililld [a, b] voidaan
virheen itseisarvolle laskea arvio

b _
f fx)dx— (b

b b
ff(x)dx—f p1(x)dx

b
() -pr1(x)) dx

D (fla+ f(b))’ =

b
<f |f(x) = p1(x)] dx

b — a2
<f M>(b - a) d
a 3!

M.
= f(b—a)g’,

missd sovelsimme arviota (21) viimeisessd epayhtédlossi. Palautetaan myds mie-
leen, ettd M, esittdd tdssi yldrajaa funktion f toisen derivaatan f” itseisarvolle
vélilld [a, b]. Mikdli koko vili [a, b] on jaettu pienempiin osavileihin I}, joiden
pituus on Ax, niin yll& olevaa arviota voidaan soveltaa my0s jokaiseen osaviliin /;
erikseen. Tdma tuottaa lopullisen virhearvion

fbf(x)dx—Ax(f( )+zn:f( ])+M)'

n
ZM? (Ax)®

j=1
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= W (A x)2 ,

missd lopussa sievensimme nAx = b — a. Puolisuunnikassddnnossa tapahtuva
virhe on siis yleisesti verrannollinen osavilien pituuden nelién (Ax)?. TAman
virheen voi myos ilmaista suhteessa laskettavien funktioiden arvojen maarian.
Koska menetelmaéssi lasketaan funktion f arvoja yhteensi n + 1 kertaa ja Ax =
(b — a)/n, niin virhe on verrannollinen myos laskettavien arvojen lukuméarin
toiseen negatiiviseen potenssiin. Siis jos arvoja lasketaan kaksi kertaa enemman,
virhe pienenee noin neljdsosaan.

Osoittautuu, ettd myos suorakaidesdannon paras virhearvio on tiysin samaa suu-
ruusluokkaa. Tama perustuu jilleen siihen ideaan, ettd suorakaidesd@dnnon vakio-
funktion voi korvata milld tahansa vélin keskipisteeseen sovitetulla lineaarisella
funktiolla. Sopivien kumoutumisten takia menetelmén aste siis oleellisesti kas-
vaa yhdelld. Jatimme kuitenkin yksityiskohdat harjoitustehtdvéksi, silld kiymme
seuraavaksi tdysin saman ilmion ldpi Simpsonin sddnnossa.

Simpsonin sddnnon virhearvio

Simpsonin sddnnon virhearviointi on hieman mielenkiintoisempaa. Suora las-
ku soveltaen epdyhtdldd (21) kuten edelld antaisi virhearvion suuruusluokaksi
~ (Ax)3, eli yht4 potenssia paremman kuin puolisuunnikassianndssd, mutta pys-
tymme vield parempaan. Perusidea on sama kuin suunnikassdidntda ja puoli-
suunnikassddnt6d verrattaessa, silld toisen asteen interpolaatiopolynomi tuleekin
tuottamaan samantarkkuisia arvioita kuin kolmannen asteen interpolaatiopoly-
nomit.

Kuten ensimmadisen asteen tapauksessa, kolmannen asteen polynomeja integroi-
taessa tapahtuu hieman supistumista asteen parittomuuden takia. [Imaisemme
tdman ajatuksen nyt tarkasti.

Tutkitaan tilannetta koko vililla [a, b], ja oletamme tdssd laskujen yksinkertais-

tamisen vuoksi, ettd vilin keskipiste on nollassa, eli ettd véli on muotoa [—h, k],

missd h > 0. Yleisessd tapauksessa tdhin tilanteeseen voidaan aina palata muuttu-
a+b

janvaihdolla y = x — 5=,

Olkoon p»(x) Simpsonin sddnndn toisen asteen polynomi, joka on sovitettu pis-
teisiin (- h,f(—h)), (0,£(0)), ja (h,f(h)). Olkoon liséksi ¢(x) kolmannen asteen
polynomi, joka kulkee ndiden samojen pisteiden kautta. Vaikka polynomilla gq(x)
on yksi yliméd&drdinen vapausaste, jota voi teoriassa hyddyntda esimerkiksi sovit-
tamalla se yhden ylim#&rdisen pisteen kautta, ei tdimé& loppujen lopuksi vaikuta
integraalin arvoon vilin [k, k] ylitse. Tdma voidaan péételld siitd, ettd erotuspo-
lynomi g (x) — p2(x) on edelleen kolmannen asteen polynomi, jonka juuret ovat
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—h,0, ja h. Siis tekijéihin jaettuna
g(x)—p2(x)=C(x—h)x(x+ h) jollain vakiolla C.

Polynomifunktio C(x — h)x(x + k) on pariton, joten sen integraali symmetrisen
vélin yli on 0, ja voidaan laskea

h h h h
f q(x)dxzf pz(x)dx+f Clx—h)x(x+ h)dxzf p2(x)dx.
~h ~h ~h ~h

Siispd polynomien g ja p» integraalit vélin [ A, h] yli ovat samat.

Lopputulos on, ettd Simpsonin sddnnossé tapahtuva virhe vililld [a, b] voidaan

ilmaista muodossa
b b
f f(x)dx—f q(x)dx
a a

missd g(x) on kolmannen asteen polynomi, joka saa samat arvot kuin f pisteissa
a,b,ja %b. Voidaan nyt sovittaa g yhden yliméddrdisen pisteen kautta, esimerkiksi
niin, ettd se saa saman arvon kuin f vilin neljinnesosassa 3“4+ b Nyt epayhtilod

(21) soveltamalla saadaan

)

b b
ff(x)dx—f p2(x)dx

My(b - a)®

120 (23)

b
f f(x)—q(x)dx‘ <

Tétd ideaa voidaan edelleen soveltaa myds vélin [a, b] osavileihin, jolloin arvioksi
saadaan suoraviivaisella laskulla

b Ax
f fx)dx——
a 6
Myb—a
< 4( )
120

Saimme siis kumoutumisten ansiosta parannettua approksimaation astetta yhdel-
14, ja tdima paransi my0s virhetermin arviossa osavilin pituuden potenssia yhdella.
IImaistaan virhe vield laskettavien funktion arvojen lukumé@éréan suhteen. Koska
laskettavia arvoja on yhteensi 2n + 1 kappaletta ja Ax = (b— a)/n, voidaan virheen
yldraja esittdd myos muodossa

n n
F)+4) fmp)+2) flxj) + f(xn1)
j=1 j=2

(Ax)%.

My (b—-a) x4_M4(b—a)5 1 2My(b-a)® 1
120 120 nt" 15 en+1)%

mistd ndhdéén, ettd virhe on verrannollinen laskettavien arvojen neljdnteen ne-
gatiiviseen potenssiin. Siispd siind missd suorakaide- ja puolisuunnikassddannon
virhe pieneni neljasosaan kaksinkertaistamalla laskettavien arvojen méaarén, niin
Simpsonin sddnnossi virhe tipahtaa kuusitoista kertaa pienemmaéksi. Simpsonin
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sddnto on siis huomattavasti tehokkaampi, mutta vaatii toki lisdksi, ettd funktion
[ neljds derivaatta kayttaytyy riittdvan kesysti vililld [a, b].

Yleisesti ottaen Simpsonin sddnnolle voi todistaa vield hivenen parempia virhear-
vioita (nimittdjdn vakiota 120 voi parantaa entisestdin), mutta nimé menevét
melko teknisiksi laskuiksi. Tutkitaan sen sijaan edelli esiteltyja menetelmi vield
yhdestd uudesta ndkékulmasta.

7.5 Gaussin integrointisdidnto

Kaikki kolme edelld esitettyd numeerista integroimismenetelm#d perustuivat
lopulta integroitavan funktion f arvojen laskemiseen tietyissd vélin [a, b] pisteissd
ja arvojen summaamiseen tietyilld kertoimilla. Esimerkiksi Simpsonin sddnndssa
(24) pisteiksi valittiin vélin pddtepisteet ja keskipiste, ja kertoimet madraytyivit
toisen asteen polynomin sovituksesta.

Yleisessd muodossa tédllainen arviointimenetelma voidaan kirjoittaa muodossa

n

b
f fdx = ) wif(xp), (26)
a k=1

missd pisteet x; on valittu vililtd [a, b], ja kertoimet wy tulee myos valita sopi-
vasti. Edellisissd menetelmissé valitsimme pisteet x; tasavilein ja méiritimme
kertoimet wj hyvéin arvion tuottamiseksi, mutta entd jos myos pisteiden xj sijanti
voidaan valita vapaasti? Osoittautuu, ettd ndin voidaan saavuttaa vield parempia
arvioita samalla pisteiden lukumaéarilld kuin aiemmin. Tdtd menetelméai kutsu-
taan Gaussin sdannoksi.

Kuva 29. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Haluamme yksinkertaistaa seuraavia laskuja, joten oletetaan, ettd vilimme [a, b]
on origokeskeinen vili [-1, 1]. Tima ei vihennd yleisyyttd, silld jokainen véli [a, b]
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saadaan vilistd [—1, 1] lineaarisella koordinaattimuunnoksella y = %x + atb

missd -1 < x < 1jaa < y < b. Télld koordinaattimuunnoksella minké tahansa
funktion f(x) madratty integraali yli vélin [a, b] voidaan palauttaa integraaliksi yli
vélin [—-1, 1] muuttujanvaihdolla

b b-a (! (b-a a+b
j;f(x)dx— 5 f_lf( 5 r+ 5 )dt. 27)

Integraalien muuttujanvaihtokaava kisitelldédn liitteessd B. Siis Gaussin sdantod
varten riittda tutkia pelkdstdin integraaleja vélin [-1, 1] yli.

Kysymys siis kuuluu: Jos meilld on n pistettd x; kdytettdvissd, miten pisteet ja
kertoimet w; kannattaa valita niin, ettd arvio (26) on mahdollisimman tarkka?
Yleisesti ottaen tdma toki riippuu funktiosta f, mutta pyritdan ensin maarittdmain
pisteet ja kertoimet niin, ettd arvio (26) tepsii hyvin silloin, kun f on polynomi-
funktio.

Osoittautuu, ettd valitsemalla pisteet x; fiksusti voidaan kaavan (26) arvio muuttaa
yhtdsuuruudeksi jopa polynomeille, jotka ovat selvisti suurempaa astetta kuin
pisteiden lukumaééra n.

Lause: Gaussin sdéinté. On mahdollista valita n pistettd xj valiltd [-1,1], ja
kertoimet wy, joille kaava

1 n
f 1 p)dx = ) wip(x) (28)
- k=1

on tarkka jokaiselle polynomille p, jonka aste on enintddn 2n — 1.

Tama kaava on lisdksi yksikésitteinen, eli pisteitd xj ja kertoimia wy ei voi valita
kuin yhdelld tietylld tavalla. Emme mene tidssd Gaussin sddnnon todistuksen
yksityiskohtiin, silld ne ovat melko teknisid, mutta ldhestymme kaavaa esimerkkien
kautta.

Gaussin sddnnon asteluvun yldrajalle 2n—1 on my®os jarkevd heuristinen perustelu
miettimalld yhtdlon (28) vapausasteita. Yleiselld polynomilla astetta 2n—1 on
yhteensd 2n vapaasti sdddettdvdd parametria, sen kertoimet ag,a,,...,a2,-1. Sen
sijaan yhtdlon (28) oikealla puolella on my0s 2n sdddettavdda muuttujaa, pisteet
X ja kertoimet wy. Tdma yhtéldisyys ei itsessddn takaa ratkaisun olemassaoloa,
mutta se on enne oikeaan suuntaan. Tutkitaan asiaa ldhemmin yksinkertaisten
tapausten kautta.

Aloitetaan tapauksesta n = 1, ja tall6in myds 2n — 1 = 1. Halutaan siis valita w; ja
X1 siten, ettd yhtdlon (28) vasemmasta puolesta tulee yhtd suurta kuin w, p(x;)
kaikilla ensimmadisen ja nollannen asteen polynomeilla p. Riittd4 oikeastaan tar-
kistaa, ettd se pdtee monomeille x ja 1, silld yleinen tapaus seuraa kertomalla
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ndmd vakioilla ja summaamalla yhteen. Asetetaan ndma yhtdl66n (28), ja saadaan
kaksi ehtoa

1

1
Ozf xdx =wip(x1) = wix; ja 2=f ldx=wp(x) =w; - 1.
-1 -1

Nadistd saadaan ratkaistua w; =2 ja x; = 0. Siis kaava

1
flp(x) dx = 2p(0)

patee, kun polynomin p aste on enintdin 1.

Tutkitaan nyt tapausta n = 2, jolloin 2n—1 = 3. Vditimme siis, ettd jopa kolmannen
asteen polynomin integroimiseen riittdi tietda sen arvo vain kahdessa tietyssa
pisteessd. Tehdddn tdssd fiksu veikkaus, ettd x, = —x; ja w» = w, jonka idea
paljastuu pian. Sijoitetaan kaavaan (28) taas monomifunktiot x3, x?, x, ja 1, ja
saadaan

1

0 = fxsdx = wle+w1(—x1)3 =0
-1

2 1

3 = fxzdx = wle+w1(—x1)2 = 2w1xf
-1
1

0 = fxdx = wxi+wi(-x1) =0
-1
1

2 = fldx = w1+ wq = 2w;.
-1

Ensimmadinen ja kolmas rivi siis toteutuivat automaattisesti, silld aiempi arvauk-
semme parametrien x, ja w, valinnalle tuotti oikealla puolella saman kumoutumi-
sen kuin parittoman asteen monomia integroitaessa vélin [—1, 1] yli. Mainittakoon,
ettd sama ilmi6 tapahtuu myos korkeamman asteen Gaussin sddnndoiss, ja pisteet
X kannattaa aina valita symmetrisesti nollan ympdriltd, eli niin, ettd parittoman
asteen termit kumoutuvat suoraan pois.

Jaljelle jaavistd kahdesta yhtlosta voidaan ratkaista wy = 1ja x; = 1/+/3. Siis kaava

[ s = o ) or[-55)

pétee kaikille kolmannen ja pienemmaén asteen polynomeille p. Vastaavalla tavalla
voidaan médrittdd myos korkeamman asteen Gaussin sddnnon kaavoja. Niille kaa-
voille 16ytyy my6s suorempia menetelmii niin sanottujen Legendren polynomien
avulla, joihin my6s Gaussin sddnnon todistus perustuu.
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2n—1 Pisteet (x;) Painot (w;)
1 1 0 2
1
2 3 + 73 1
8
3 5 0 3
3 5
V35 9
/3 2 18+v/30
/3,2 18—v/30
+ 2 + 2 6/5 36
128
5 9 0 555

1V5-2y10/7 | 22413V70
1Vs+2y10/7 | 32713V

H+

H

Taulukko 1. Gaussin sddnnon pisteet ja kertoimet ensimmadiselle viidelle eri pisteiden
lukumaérille n. Kaava on tarkka polynomeille astetta 27 — 1 tai vihemmaén. Kdytdannén
laskuissa kéytetddn luonnollisesti lukujen x; ja w; likiarvoja.

Gaussin sdannon virhearvio

Koska Gaussin sd@into on tarkka kaikille polynomeille astetta 2n — 1, tuottaa sen
antama arvio myos hyvid approksimaatioita yleisemmille funktioille. Mikali ker-
toimet wy ja pisteet x; ovat kuten Gaussin sddnnéssd, patee yleinen virhearvio

n M2n22n+1

1
flf(x)dx ~ ) wif (x| <

Pt @en)!

Tamaé voidaan jélleen todistaa suoraan arviosta (21), silld jos Gaussin sddnnén
arvio pétee tarkkana kaikille polynomeille enintdan astetta 27 — 1, niin se pétee
myds tarkasti funktion f Lagrangen interpolaatiopolynomille valitsemissamme 2n
pisteessd. Siis epdyhtdlod (21) voi soveltaa suoraan, ja saadaan ylldoleva virhearvio.

Gaussin sddnnén pisteitd ja kertoimia on hieman tydldampi laskea, kun n on
suuri, mutta hyvéin virhearvion ansiosta menetelma on erittdin hyddyllinen kun
sovelluksissa tarvitaan tarkkoja arvioita. Toinen tyypillisesti sovelluksissa kaytossa
oleva integroimismenetelma on johdannainen Simpsonin sddnnéstd. Niin sa-
notussa dynaamisessa Simpsonin sdinnossi osavilejd I; ei valita vilttdimatta
tasapituisesti, vaan niité valitaan ttheimmin sielld missd integroimisvirhe on suu-
rimmillaan. Tdma on laskentatehokkuuden ja virheen minimoimisen kannalta
tehokas ja helposti tietokoneella toteutettava menetelma.
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Harjoitustehtivii

Tehtidvd 54. Laske Simpsonin sddnnon antama arvio funktion f(x) = e* inte-
graalille vililld [0, 1] ilman osavilejd, ja selvitd, kuinka iso virhe on todelliseen
integraalin arvoon verrattuna.

Vihje s. 160 — ( Toinen vihje s. 176 —>]

2

Tehtiivi 55. Kun ympyrin sidde on 1, sen ala on 772 = 7 - 12 = 7. Piin likiarvo
voidaan siis selvittdd laskemalla yksikkdpuoliympyran pinta-ala integroimalla ja
kertomalla tulos kahdella:

1
n=2f V1-x2dx.
1

Laske luvulle 7 likiarvo approksimoimalla integraalia

a) 5 pisteen eli 4 jakovélin puolisuunnikassddnnolld,
b) 101 pisteen eli 100 jakovilin puolisuunnikassdadnnélla,
¢) 101 pisteen Simpsonin sadnnollg, ja

d) 5 pisteen Gaussin sdannélla.

Huomautettakoon, ettd tdma4 ei ole kovin tehokas tapa approksimoida lukua .
Ympyrédn pystysuora reuna kohdissa x = +1 tuottaa integrointimenetelmille on-
gelmia.

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 176 —>]

Tehtédvi 56. Tietokoneet laskevat logaritmille likiarvoja esimerkiksi Taylorin poly-
nomien avulla. Tdmé& onnistuu myos numeerisella integroinnilla. Pdtee nimittdin

a1
/ —dx:/alnx:lna—lnlzlna.
1 X 1

a) Laske luvulle In2 likiarvo laskemalla edelld mainittu integraali neljdn osa-
vélin puolisuunnikassddnnolla. Vertaa tarkempaan likiarvoon. Miksi tédlld
menetelmalld saatava tulos on varmasti hieman liian suurempi kuin In 2?

b) Hyddynnna sivulla 97 esiteltyd puolisuunnikassddannon virhekaavaa ja ar-
vioi sen perusteella, kuinka moneen osaviliin vili [1,2] tulisi jakaa, jotta
integroimalla saatu luvun In2 likiarvo poikkeaisi varmasti oikeasta arvosta
vihemmin kuin 1075,

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 176 —>)
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Tehtidvd 57. Laske tarkka kaava Simpsonin sddnnon virheelle vililla [-1,1], kun
integroitava funktio f(x) on neljinnen asteen polynomi. Vertaa titi vield virhear-
vioon (25).

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 177 —>)

Tehtédvi 58. Laske tarkka kaava puolisuunnikassddnnon antamalle likiarvolle,
kun integroidaan funktiota f(x) = x? vilill4 [0, 1], ja osavilej on n kappaletta. Voit
pitdd tunnettuna kaavan

2 nn+1)2n+1)
_—6 .

Tarkista, ettd l6ytdmasi arvion lausekkeen raja-arvo, kun n — oo, antaa todellisen

: . 1
integraalin arvon 3 = f; x*dx.

124224 4n

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 177 —>)

Tehtidvid 59. Laske kahden pisteen Gaussin sddannéllé integraalille fzs xIn(x)dx
likiarvo. Vertaa arviota integraalin todelliseen arvoon.

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 177 —>]

Tehtédvid 60. Johda Gaussin sdidnto kolmelle pisteelle, eli maaritd kolme pistettd
X javastaavat kertoimet wy niin, ettd kaava (28) pétee jokaiselle viidennen asteen
polynomille. Lopullinen vastaus l6ytyy jo luvussa esiintyneestd taulukosta, mutta
johda se itse.

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 177 —>j

Tehtdvd 61. Aina numeerisen integroinnin tarkkuutta ei voida tai haluta arvioida
virhekaavalla. Virheen kokoluokkaa voi kuitenkin arvioida seuraavalla tempulla:

Kuvitellaan, ettd integraalin tarkka arvo on I = [ f f(x)dx, ja sille on laskettu
puolisuunnikassddnnoll likiarvo I, kdyttden n jakovilid. Pétee siis

I=1,+¢y,,

missd £, on numeerisen integroinnin virhe. Verrataan tulosta kaksinkertaisella
madralld jakovileja laskettuun likiarvoon I»;, jonka virhe on €,,. Koska puolisuun-
nikassddnnossd virheen yldraja on verrannollinen jakovilin pituuden neliéon,
virheen ¢, yldraja on nelinkertainen virheen €, yldrajaan nihden. Tdama antaa
motivaation approksimoida €, = 4€,,. Tdma approksimaatio ei aina ole hyv4, silld
nelinkertainen virheen yldraja ei automaattisesti tarkoita nelinkertaista virhetta.
Joka tapauksessa likimdardisestd yhtédloparista voidaan ratkaista

= Ep =

{ I=1,+4€s, Lp—1I,
I=0L,+¢€, 3 )
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Arvioi tdlld menetelmélld virhettd, joka syntyy, kun integraalille [;' sinxdux laske-
taan likiarvo neljin jakovilin puolisuunnikassddnnolla.

Vihje s. 161 — ( Toinen vihje s. 177 —>)

Tehtdva 62. Tehtdvin 61 tehtdvianannossa esiteltiin arvio €5, =~ (I, — I,;)/3, missa
I, ja I, ovat puolisuunnikassddnnolli jakovilien maarilla » ja 2n laskettuja likiar-
voja integraalille I = |, : f(x)dx, ja €25, on likiarvon I, virhe. Nama yhdistamalla
saadaan arvio

L,—-1
I=0L,+ey, =Dy, + 2n3 n.

Osoita, ettd tdma arvio on itse asiassa sama kuin Simpsonin sddnnén kaava.

Vihje s. 162 — ( Toinen vihje s. 178 —>)
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8 Differentiaaliyhtdlot

Differentiaaliyhtdld on matemaattinen yhtilo, jossa esiintyy tuntematon funktio
sekd sen mahdollisia derivaattoja. Tyypillinen esimerkki voisi olla vaikkapa yhtélo

y'(x) = x-y(x),

josta halutaan ratkaista funktio y. Kyse on siis tilanteesta, jossa pyrimme selvit-
tdmddn mitkd funktiot y toteuttavat annetun vuorovaikutuksen funktion y ja
sen derivaattojen y’, y”, ... vililli. Huomaa, etti tissi y’ tarkoittaa funktion y(x)

derivaattaa muuttujan x suhteen, eli y' = d% .

Esimerkkiyhtdlomme erds ratkaisu olisi vakiofunktio y(x) = 0, ja toinen ratkaisu
1.2 2 1.2
y(x) = ez*, silld sen derivaataksi saadaan y'(x) = d%e Y =x-e2% =x-y(x).

(NI

Osoittautuu, ettd differentiaaliyhtdlot ovat aivan loistava tyokalu mallintamaan
monenlaisia todellisen maailman ilmi6itd kuten planeettojen liikkeitd, limmon
jakautumista, molekyylien kayttdytymistd tai populaatioiden muutoksia. Tastd
syystd differentiaaliyhtdlot ovat keskeisessd asemassa monissa luonnontieteiden
ja tekniikan osa-alueissa.

Lahdetdan tutkimaan konkreettisen esimerkin kautta, miten differentiaaliyhtdlo
voidaan muodostaa ratkaisemaan kidytdnnon mallinnusongelma ja esitetddn yksi
ratkaisumenetelma.

Populaatioesimerkki 1. Metsdssd asuu janiksid, joiden lukum&irdi ajanhetkelld
t > 0 kuvaa tuntematon funktio y(¢). Toki kun kyse on yksiléiden lukumé&éaréstd,
olisi luonnollisinta olettaa, ettd y saa arvoja vain positiivisten kokonaislukujen
joukossa. Mutta hyviksytdan, ettd kyseessd on pelkkd approksimaatio ja sallitaan,
ettd y saa myo0s ei-kokonaislukuarvoja. Populaatiota eri ajanhetkilld kuvataan
siis funktiona y : [0,00[— [0,00[. Esimerkkimme ei pyri muutenkaan kuvaamaan
realistisesti minkd#n todellisen populaation kehitystd vaan antamaan karkean
yldtason mallin.

Janisten populaatio kasvaa, kun uusia yksil6itd syntyy. Syntyvyys ei kuitenkaan
ole vakio, vaan oletetaan sen riippuvan janispopulaation koosta y(t). Tdma kdy
jarkeen, silld jos ravintoa riittdd, suurempi méira janiksid voi tuottaa suuremman
madairin poikasia. On siis luontevaa olettaa, ettd milld tahansa ajanhetkelld ¢ janis-
ten syntyvyys on suoraan verrannollinen populaation kokoon y(?), eli l6ytyy jokin
vakio B > 0 jolla syntyvyys hetkelld ¢ on suuruudeltaan By(t).
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Vastaavasti janiksid kuolee tasaisesti luonnollisiin syihin. Pidetd4n malli yksinker-
taisena, joten ei huolehdita vield siitd, miten isompi janispopulaatio todellisuu-
dessa johtaa resurssien loppumiseen, petoeldinten lisddntymiseen ja sairauksien
levidmiseen.

Oletetaan sen sijaan, ettd kuolevuus on myds suoraan verrannollinen populaa-
tion lukuméairéain y(¢), eli 16ytyy jokin vakio D > 0 jolla kuolevuus hetkelld ¢ on
suuruudeltaan Dy(t).

Janispopulaation muutosnopeutta kuvastaa populaation lukumé&iréan y(¢) deri-
vaatta muuttujan  suhteen, jota merkitdén taas y’'(¢). Toisaalta muutosnopeus on
myds sama asia kuin syntyvyyden ja kuolevuuden erotus, joten voimme muodos-
taa differentiaaliyhtédlon

y'(t)=By(t)-Dy(t) = (B—D)y(1).
Jos merkitddn k = B — D, niin yhtilo sievenee muotoon
V(1) =ky(). (29)

Pyritddn nyt ratkaisemaan minkaélaisilla funktioilla y tima yht&l6 toteutuu. Arvaa-
malla voi jo huomata, etti eksponenttifunktio y(f) = e*’ on yksi potentiaalinen
ratkaisu, mutta pyritddn etsimédan kaikki ratkaisut. Populaation méird y(z) on
oletettavasti positiivinen, joten voidaan jakaa silld yhtél6 puolittain ja saattaa se
muotoon

y'@

y()
Nyt on kriittistd huomata, ettd vasemman puolen lauseke y'()/y(t) on erdian
yhdistetyn funktion derivaatta. Nimittéin jos funktiota In (y(#)) derivoi, niin yhdis-
tetyn funktion derivointikaavalla saadaan vastaukseksi % (Iny(®)=1/y®-y'®) =
Y (0)1y(t).
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Vastaavasti oikean puolen lauseke, vakio k, on funktion k¢ derivaattafunktio muut-
tujan ¢ suhteen. Siispd yhtdlo voidaan my®os kirjoittaa muodossa

d (Iny(s) - kt) =0.

d d
—(1 =—I(k tai t i —
(Iny(n) t( t) taivastaavasti P

dt d
Téstd muodosta differentiaaliyhtdlon ratkaisu on helppo selvittdd, silld ainoa
funktio, jonka derivaatta on nolla, on vakiofunktio. Siis 16ytyy jokin reaalinen vakio
C, jolle pitee
Iny(t)-kt=C,

mistd voidaan ratkaista y siirtdmalld k¢ oikealle puolelle ja ottamalla eksponentti-
funktio puolittain (muistaen, ettd e™* = x kun x > 0). TAmi antaa ratkaisuksi

y(l,) — ekt+C.

C

Ratkaisua voi halutessaan vield sieventda. Jos merkitddn Py = e™, niin eksponetti-

funktion laskukaavoilla saadaan

y(t) — ekt+C — ecekt — P()ekt

Tédssd Py itse asiassa kuvastaa janispopulaation kokoa alkuhetkelld ¢ = 0, silld
y(0) = Pye® = Py. Huomataan my®és, ettd tima alkupopulaatio on positiivinen,
silla Py = e ja eksponenttifunktio saa vain positiivisia arvoja.

Ratkaisusta voimme nyt péditelld yhti ja toista janisten populaatiosta. Jos syn-
tyvyyden ja kuolleisuuden erotus on positiivinen, niin k = B— D > 0 ja tdllin
janispopulaation koko y(t) = Pye*’ kasvaa eksponentiaalista vauhtia ylospain.
Jos k = 0, eli syntyvyys ja kuolevuus ovat tismaélleen samat, niin luonnollisesti
y(t) = Pye® = Py pysyy vakiona. Jos taas k < 0, niin janisten lukumaira lihestyy
nopeasti nollaa.

y(8)
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Téssd yksinkertaisessa esimerkissd tutustuimme yhteen keskeiseen tapaan ratkais-
ta differentiaaliyhtdl6: muokataan yhtédlod, kunnes molemmilta puolilta l6ytyy
jonkin funktion derivaattafunktio. Tutkitaan seuraavaksi, missi yleisyydessa tata
tekniikkaa voidaan soveltaa.

8.1 Separoituvat differentiaaliyhtilot

Tehd&ddn ensin pieni sopimus notaation suhteen. Differentiaaliyhtél6ita kirjoit-
taessa on tyypillistd jattdd muuttuja pois kun kirjoitetaan ratkaistava funktio. Siis
esimerkiksi yhtdlo

¥y (x)=x-y(x) voidaan kirjoittaa ' = xy.

Kontekstista kuitenkin ymmirretiin, ettd yhtilostd y’ = xy ratkaistava funktio y
riippuu muuttujasta x.

Miidritelmd. Differentiaaliyhtél6d sanotaan separoituvaksi differentiaaliyhtélok-
si, jos se on muotoa

¥y =fgwy, (30)

missd f ja g ovat annettuja funktioita, ja y on ratkaistava tuntematon muuttujan
x funktio. Nimensa mukaisesti separoituvassa differentiaaliyhtidlossa funktiosta
¥ ja muuttujasta x riippuvat tekijdt voidaan erottaa eri puolille yhtdl64 yhdelld
jakolaskulla.

Esimerkki. Kaikki seuraavat yhtdl6t ovat separoituvia.

Y = ey, missd f(x)=e", g(y)=y
;Y i _ 1 _ 2
V== missi f(x)—;,g(y)—y
X
y=—2 missi f(x)=e, g(y) = (P —y+1)~

:yz—y+l’

Separoituvan differentiaaliyhtilon ratkaiseminen

Separoituvan yhtilén y’ = f(x)g(y) ratkaisemista varten tarvitsemme funktioille
fja 1/ g integraalifunktiot F ja G. Oletetaan siis, ettd 16ytyy funktiot F ja G joille
patee

d d 1
—F(x) = j —G() = —.
(x) = f(x) ja () 2)

dx dy
Huom! Y114 olevassa kaavassa y merkitsee funktioiden g ja G muuttujaa, ei vield
tuntematonta funktiota y(x).
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Ratkaistaan nyt separoituva yhtilé y' = f(x)g(y). Tutkitaan ensin tapausta missi
g(y) #0, jolloin lausekkeella g(y) voidaan jakaa ja saadaan yhtdlé muotoon

/

y
gy

= f(x). (31)

Jélleen yhdistetyn funktion derivointikaavalla ndhdéén, etta

iG( (x))—G’( ) ’_L. /
dx YW= yy_g(y)y’

joten integroimalla yhtélo (31) puolittain muuttujan x suhteen saadaan

fgLy'(x)dx:ff(x)dx
G()+Cy=F(x)+Cy,

ja merkitsemélld C = C, — C; saamme separoituvan differentiaaliyhtilon ratkaisu-
kaavan
G(y)=F(x)+C, (32)

missd C on vapaasti valittava reaalinen vakio. Téllaisesta yhtdlostd on tyypillisesti
helppo selvittdd mahdolliset ratkaisut funktiolle y. Esimerkiksi jos funktiolla G on
kidnteisfunktio G1, niin ratkaisu on muotoa

y(x) =G ' (F(x) +C).

Aiemmassa vaiheessa oletimme, ettd g(y) # 0. Tutkitaan vield, mitd tapahtuu jos
g(y) = 0. Télloin funktiolla g taytyy olla nollakohta jossakin pisteessd yp. Huoma-
taan, ettd tdlloin vakiofunktio y(x) = yp on itse asiassa alkuperdisen yhtdlon (30)
erds ratkaisu. Merkinnilld = korostetaan, ettd yhtdsuuruus on voimassa kaikilla
muuttujan x arvoilla.

Kun yhtdlon madrittavat funktiot f ja g ovat riittdvan sddnnollisia (tarkka kasittely
sivulla 113), on mahdollista osoittaa, ettd mikdan muu kuin vakioratkaisu ei saa
funktion g nollakohtia arvokseen. Talloin edelld kédyty tapaustarkastelu kattaa
kaikki mahdollisuudet, ja separoituvan yhtdloémme ratkaisut 16ytyvét siis joko

1. yhtél6std G(y) = F(x) + C, missd C on vapaavalintainen vakio, tai

2. vakioratkaisuna y(x) = yp, missé yy on funktion g nollakohta.
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Esimerkki 1. Ratkaistaan separoituva differentiaaliyhtélo
y =ée.

Téssd yhtdlossd g(y) = e #0, joten voidaan jakaa tekijélld e? ja saadaan separoitu
muoto
ey =1.

Integroidaan tdmd muuttujan x suhteen, ja saadaan

fe’ym-y'(x)dxzfldx

e VW =x+C,

missd olemme taas yhdistdneet integrointivakiot yhdeksi vakioksi C. Tdst4 saa-
daan yht&lon ratkaisuiksi y(x) = —In(x + C), missd C € R. Erds yht#l6n ratkaisu on
siis esimerkiksi y(x) = —In(x + 1).

Esimerkki 2. Ratkaistaan separoituva differentiaaliyhtdlo

Yy =—. (33)

Huom! Ensin pieni huomautus yhtdlon méérittelyjoukosta. Tdma yhtdlo ei ole
maédritelty pisteessd x = 0, joten on luontevaa ratkaista yhtilo erikseen tapauksissa
x> 0ja x < 0. Téllaisessa tilanteessa, jossa yhtdlon méarittelyjoukko jakautuu
erillisiin palasiin, on riittdvaa ratkaista yhtdlo joka palassa erikseen. Tarkemmin
sanottuna, jos y; on yksi yhtdlon (33) ratkaisu palassa x € ]0,00[ ja y, on jokin
ratkaisu palassa x € ] — 0o, 0], niin yleinen ratkaisu voidaan muodostaa kaavasta

y1(x), kun x>0,
yx) =

y2(x), kunx<O.
Keskitytddn tdssid esimerkissd tapaukseen x > 0. Ensimmadisend huomataan, etta
kun y =1, yhtdldn oikea puoli on nolla. Vakioratkaisu y(x) = 1 on siis yksi yhtdlén
ratkaisu.

Kun y # 1, voidaan jakaa tekijilld y — 1 ja saadaan separoitu muoto, joka voidaan
integroida muuttujan x suhteen:

/
1
f y dx=f—dx
y—-1 X

Injy—-1|=Inx+ Cy.
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Huom! Tédssd muuttujan x kanssa ei tarvita itseisarvoa, koska x > 0, mutta lauseke
y — 1 vaatii itseisarvot ympdrilleen, koska emme tiedd, onko y — 1 positiivinen vai
negatiivinen.

Nyt voidaan ratkaista

|y_ 1| — elnx+C0 — X'eCO.

Sievennetdidn merkitsemilld C; = e“ > 0, jolloin |y — 1| = Cyx. Téstd saadaan
kahdenlaisia ratkaisuja:

Tapaus 1: y—1> 0. Télloin y— 1 = Cy x, eli y =1 + C; x jollakin vakiolla C; > 0.
Tapaus 2: y— 1 < 0. Tall6in —(y — 1) = C x, eli y =1 — C; x jollakin vakiolla C; > 0.

Yleinen ratkaisu voidaan nyt kirjoittaa muodossa y = 1+ Cx, missd C voi olla mikd
tahansa reaaliluku. Tapaukset C > 0, ja C < 0 kattavat edelld késitellyt tapaukset 1
ja 2, ja tapaus C = 0 vastaa vakioratkaisua y(x) = 1.

Separoituvat differentiaaliyhtél6t ovat esimerkkejid ensimméisen asteen diffe-
rentiaaliyht#l6istd, eli niissd esiintyy ainoastaan tuntemattoman funktion y en-
simmadisen asteen derivaatta y’ eikd korkeamman asteen derivaattoja. Tutkitaan
seuraavaksi, miten ratkaistaan separoituvan yhtdlon jokin tietty ratkaisu.

8.2 Alkuarvo-ongelmat

Kuten aiemmissa esimerkeissd havaittiin, differentiaaliyhtdloita ratkaistaessa vas-
taukseen jdd usein vapaasti valittava vakioparametri, kuten kerroin Py janispopu-
laatio-esimerkin ratkaisussa y(f) = Pye*’. Yhden vapaan parametrin ilmestyminen
on tyypillistd ensimmadisen asteen differentiaaliyhtloita ratkaistaessa. Tama va-
paa parametri mahdollistaa yleensé ratkaisufunktion y(x) arvon miardamisen
vapaasti jossakin tietyssd pisteessd x = xp. Tutkitaan esimerkin kautta, miten tima
toimii.

Esimerkki. Ratkaistaan alkuarvo-ongelma

{ yl — y2
y(0) = 1.

Yhtilolld y' = y2 on vakioratkaisu y(x) = 0, mutta se ei toteuta alkuarvoa y(0) = 1.
Yhtild on separoituva, missi f(x) = 1ja g(y) = y?. Integroimalla saadaan

yl
f?dx=fldx—1/y=x+C,

mistd edelleen voidaan ratkaista y(x) = —1/(x + C). Jotta alkuarvo y(0) = 1 toteu-
tuisi, sijoitetaan x = 0 ja saadaan 1 = —1/C, eli C = —1. Siis alkuarvo-ongelman

ainoa ratkaisu on funktio ) )
X)=——=——.
Y x-1 1—-x
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Huom! On my6s mahdollista, ettd alkuarvo-ongelmalla ei ole ratkaisua, tai ettd se
ei ole yksikésitteinen. Kahdessa seuraavassa esimerkissa kdy juuri niin.

Esimerkki. Alkuarvo-ongelmalla

{yy’=1
y(5)=0 "’

ei ole ratkaisua, silld jos y saa arvon 0 jossakin pisteessd, niin yhtdlo vdittdd 0 = 1.

Sen sijaan alkuarvo-ongelmalla

{0
y0)=0 "~

on useita eri ratkaisuja, esimerkiksi y(x) = 0ja y(x) = x/ %le.

Edellisessd esimerkissa rikkoontui kaksi differentiaaliyhtdloiden toivottua perus-
ominaisuutta: ratkaisun olemassaolo ja sen yksikasitteisyys. Ndin kdy onneksi
kuitenkin vain sellaisissa tapauksissa, jossa yhtdlossd esiintyy tiettyd epdsdannolli-
syyttd. Esimerkin yhtdloissa

y=1y ja y=¥y

molemmissa oikean puolen lauseke ei joko ollut jatkuva tai ei ollut derivoituva
kohdan y = 0 ldheisyydessa. Esitimme seuraavaksi tuloksen, joka sulkee sopivilla
oletuksilla ndma epdmukavat tapaukset pois.

Olemassaolo ja yksikisitteisyys

On yleensd hyvin toivottua, ettd alkuarvo-ongelmalla olisi olemassa yksi ja vain
yksi ratkaisu, varsinkin jos mallilla yritetidn ennustaa jonkin oikean maailman
ilmion kayttaytymista.

Yksi differentiaaliyhtédl6iden matemaattisen teorian peruskysymyksistd onkin rat-
kaisujen olemassaolo ja yksikidsitteisyys annetuilla alkuarvoilla. Monimutkaisilla
yhtdloilld tdimén asian selvittdiminen johtaa usein my6s hankaliin tutkimuskysy-
myksiin. Tutustumme nyt erddseen perustulokseen, joka vastaa tdhin kysymyk-
seen laajassa luokassa ensimmadisen asteen differentiaaliyhtaloita.

Olemassaololause (Cauchy ja Peano). Tutkitaan ensimma@isen asteen alkuarvo-
ongelmaa, joka on muotoa

{ ¥y =hx,y) 34)

y(xo) = yo

missd h(x,y) on annettu muuttujien x ja y funktio, ja (xg,)o) € R?> on annettu
alkuarvopiste. Meidédn taytyy myos kiinnittdd, milld x:n ja y:n arvoilla funktio h
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on maédritelty. Oletetaan, ettd on olemassa reaaliluvut a < b ja ¢ < d siten, ettd
h on maddritelty x:n arvoilla vélilli [a, b] ja y:n arvoilla vililla [c, d]. Siispd h:n
maddrittelyalue on suorakaide A = [a,b] x [c,d]. On my0s luontevaa olettaa, ettd
alkuarvopiste (xg, o) kuuluu aidosti tihdn méaérittelyalueeseen, eli ettd a < xo < b
jac<yp<d.

’ 1
df e aued
I
i (xO,J/O) : 1
Yo+ I }
1 1 !
I I |
C + L,,,T ,,,,,,,,,, ‘L ,,,,,
! I
—t l :
a a) X0 bl b X

Olemassaolo. Cauchyn ja Peanon olemassaololause sanoo nyt seuraavaa: Jos
kahden muuttujan funktio h(x,y) on jatkuva alueessa A, niin alkuarvo-ongelmalla
(34) on ainakin yksi ratkaisu jollakin osavélilld a; < x < by, missd

do<d1<)€0<b1§b0.

Yksikisitteisyys. Koska yhtélo y' = h(x,y) midréa yksikisitteisen derivaatan arvon
jokaisessa tason pisteessd (x, y), alkuarvo-ongelmalla ei voi olla ratkaisuja, jotka
leikkaavat toisensa jossakin nollaa suuremmassa kulmassa. Tdma ei kuitenkaan
sulje pois ratkaisuja, jotka sivuavat toisiaan. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd jos
funktion h(x, y) osittaisderivaatta muuttujan y suhteen, eli %, on jatkuva alueessa
A, edelld mainittu ratkaisu on yksik&sitteinen.

y Y2 (x)
y y1(x) nx)
(%0, ¥0) Y2(x) (%0, ¥0)
X X
Kuva 30. Ei ndin! Alkuarvo-ongelman Kuva 31. Eikd edes nidin, mikéli % on
¥ = h(x,y), y(xo) = yo ratkaisuilla y; ja jatkuva, silli silloin ratkaisuja on vain
¥2 eivoi olla kahta eri derivaattaa samas- yksi.

sa pisteessd.

Tutkitaan vield uudestaan, mitd lausetta edeltdvan esimerkin alkuarvo-ongelmissa
meni pieleen. Ensimmaéisessi esimerkissi differentiaaliyhtdlé yy’ = 1 saadaan
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haluttuun muotoon (34) valitsemalla k(x,y) = 1/y, mutta tdsséd tapauksessa alkuar-
voa y(0) = 0 vastaava alkuarvopiste (0,0) ei kuulu funktion s méérittelyjoukkoon,
ja funktiota h ei voida médaritelld milld4n tavalla jatkuvaksi tdssa pisteessa.

Toisen esimerkin yhtélossd y’ = h(x, y) = ¢/y funktio h on jatkuva, mutta osittais-
derivaatta 01 h ei ole edes médritelty origossa. Yksikésitteisyysehto ei siis téyty, jo-
ten alkuarvo-ongelman y(0) = 0 ratkaisuja voi olla — ja onkin — useampi. Vastaavaa
esimerkkid késitellddn tehtdvéssa 70.

Joka tapauksessa varsin usein sekéd h(x, y) ettd % ovat jatkuvia, jolloin kutakin
alkuarvoa vastaa varmasti yksikisitteinen ratkaisu. Talloin yhtdlon y' = h(x, y) eri
ratkaisut eivit leikkaa toisiaan. Niin on esimerkiksi yhtalolld y’ = x? + y, jonka eri
ratkaisuja on hahmoteltu seuraavaan kuvaajaan.

/)
2

/

Differentiaaliyhtilén y’ = x* + y ratkaisuja

y

Mainittakoon vield, ettd ratkaisun yksikésitteisyyttd koskevasta lauseesta on ole-
massa my0s vahvempia versioita. Yksik&sitteisyyteen riittdd esimerkiksi se, ettd h
on niin sanotusti Lipschitz-jatkuva. Tdma tunnetaan Picardin-Lindel6fin lauseena,
jolle ovat antaneet nimensi ranskalainen Emile Picard (1856-1941) ja suomalainen
Ernst Lindel6f (1870-1946).

Ernst Lindel6f vastavalmistuneena filosofian tohtorina vuonna 1894. [18]
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8.3 Suuntakentti

Koska differentiaaliyhtdldiden yleinen ratkaiseminen on usein haastavaa, on kehi-
tetty monia vaihtoehtoisia tapoja ymmartaa ratkaisufunktioiden kayttaytymista.
Yksi tédllainen tapa on suuntakenttd, jonka avulla voidaan hahmotella ratkaisun
kuvaajan kéyttaytymistd visuaalisesti.

Tutkitaan edelleen ensimmaisen asteen differentiaaliyhtdl64 y' = h(x,y). Edelld
esitetty olemassaololause takaa, ettd mikéli funktio & kdyttdytyy riittdvan hyvin,
on yhtdlolld olemassa jokaista tason pistettd (xp,yo) kohti ratkaisu, jonka kuvaaja
kulkee timén pisteen kautta (siis ratkaisu, jolla alkuarvo y(xp) = yo toteutuu).
Ensimmadisen asteen differentiaaliyhtdl6 on siitd ndppérd, ettd se paljastaa meille
my6s kyseisen ratkaisufunktion kuvaajan tangenttisuoran pisteessé (xo, o). Tdma
tangentti kulkee nimittdin vektorin (xo, y (xo)) suuntaisesti, ja tangenttivektorille
saadaan yhtdlosta kaava

(x0,¥' (x0)) = (x0,h(x0,0))-

Tastd kaavasta tangenttivektori voidaan laskea joka pisteessa (x, o). Vektori ei
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Kuva 32. Suuntakentti yhtilslle y' = y,
jonka ratkaisut ovat eksponenttifunktioi-
ta.

Kuva 33. Suuntakentti yhtélolle 2y’ =
xy, jonka ratkaisut ovat paraabeleita.

paljasta pelkdstddn tangentin suunnan, vaan myos ratkaisufunktion kasvunopeu-
den pisteessi xy, silld vektorin y-komponentti y'(x) kuvaa titd kasvunopeutta.
Siis pidempi vektori tarkoittaa nopeampaa kasvua tai védhenemistd. Yhtilén suun-
takenttd hahmotetaan piirtamalla tédtd vektoria kuvaavia nuolia riittdvan tihedin
tason pistejoukkoon. Suuntakenttdd katsomalla voi silmdmé&adrdisesti hahmottaa,
miten differentiaaliyhtdlon ratkaisufunktioiden kuvaajat kulkevat.
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Kuva 34. Suuntakentti yhtilélle y’ = cos?(y), jonka ratkaisuja ovat esimerkiksi funktiot
muotoa y(x) = arctan(x+ C). Koordinaatistoon on hahmoteltu kolme ratkaisukéyras, jotka
néyttavat seuraavan nuolia.

8.4 Lineaariset differentiaaliyhtilot

Differentiaaliyhtdlod sanotaan lineaariseksi, jos sen ratkaisujen joukolla on lineaa-
rinen rakenne, eli jos y; ja y, ovat molemmat ratkaisuja niin myés ¢; y; + c2y2 on
ratkaisu kaikilla vakioilla cj, c;. Esimerkkejé lineaarisista ensimma@isen ja toisen
asteen differentiaaliyhtdloistd ovat

y+x°y=0 ja  2y"+xy —y=0.

Lineaarisen yhtdlon voi tunnistaa aina siitd, ettd ratkaisu y ja sen derivaatat
y',y",... esiintyvit yksinidin, ja niiden edessd on kertoimena joku x:n funktio.
Lineaariset differentiaaliyhtdlot ovat varsin térked erikoistapaus, ja niiden ratkai-
semiseen on tehokkaita tekniikoita, joihin perehdymme nyt tarkemmin.

8.5 Ensimmadisen asteen lineaarinen yhtélo
Yleinen ensimmadisen asteen lineaarinen differentiaaliyhtélé on yhtdlé muotoa

a1 (x)y' +ap(x)y =0, (35)
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missd ag ja a; ovat annettuja x:n funktioita. Oletetaan kuitenkin, ettd a; (x) #
0, silld jos a;:1ld on nollakohtia niin yht4lon tarkastelu voidaan tehdi erikseen
nollakohdissa ja niiden ulkopuolella. Siispd funktiolla a; voidaan jakaa puolittain
ja saattaa yhtdlé muotoon

¥ +ax)y=0, (36)

missi a = ag/ a;.

Huomataan, ettd tdmé yhtild on tosiasiassa my0s separoituva yhtéls, silld se
voidaan palauttaa tilanteeseen (30) valitsemalla f(x) = —a(x) ja g(y) = y. Voidaan
my0s huomata, ettd 1/ g:n integraalifunktio G on funktio G(y) = In y, joten ratkaisu
y tulee esiintymddn eksponenttifunktiona jostain toisesta funktiosta. Tdma4 tarjoaa
meille myos toisen tavan ratkaista yhtélo (36), jonka kiymme nyt lapi.

Idea on kertoa yhtdld puolittain tekijilla e missid A'(x) = a(x), eli A on jo-
kin kertoimelle a l6ydetty integraalifunktio. Tdstd on se hyoty, ettd nyt voidaan
soveltaa tulon derivointikaavaa kdénteiseen suuntaan, ja huomata, ettd yhtilo

A(x)

ey rae™@y=0
palautuu muotoon
d  aw
— =0.
P )

Téstd on nyt helppo ratkaista, ettd eA¥) y = C jollakin vakiolla C, joten yleinen

yhtélon (36) ratkaisu saadaan siis kaavasta

y(x) = Ce AW,

Epihomogeeninen lineaarinen yhtilo

Yhtdl64 muotoa
Y +ax)y=bx) 37)

sanotaan epihomogeeniseksi lineaariseksi yht#l6ksi. Tama viittaa siihen, ettd
yhtdl6 on lineaarinen termid b(x) lukuun ottamatta, ja oleellista on, ettd tima
termi on puhtaasti x:n funktio. Tdllaisen yhtdlon ratkaisemiseen voidaan sovel-
taa samaa ideaa kuin dsken kisittelemddmme homogeeniseen tapaukseen (eli
tapaus b = 0). Kerrotaan siis puolittain funktiolla eA¥), miss4 A on kertoimen a
integraalifunktio, ja yhtdlo palautuu muotoon

! A(x)

ey 4 ax)e™y =bx)e

eli d
e (e™y) = b(x)e™.
x
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Téstd voidaan nyt ratkaista, ettd yleinen ratkaisu epdhomogeeniselle yhtilolle (37)
16ytyy kaavasta

y(x) = e AW ( f b(x)etPdx+C]|, (38)

missa f b(x)eA™®dx merkitsee jotakin integraalifunktiota funktiolle b(x) e jaC

on vapaavalintainen vakio.
Esimerkki. Yhtdlon

X

Y +2y=e"

voi ratkaista seuraavasti. Huomataan, ettd yhtélo on jo epdhomogeenisen lineaari-
sen yhtdlén muodossa (37), missd a(x) = 2, jonka yksinkertaisin integraalifunktio
on A(x) = 2x. Kerrotaan siis puolittain termilld eA® = ¢2*, jolloin saadaan

ery/ + 2e2xy — ere—x

d

(@) =e | ax
ey=e"+C ||:ezx

y=e**(e*+C).

8.6 Toisen asteen vakiokertoiminen lineaarinen yhtilo

Toisen asteen differentiaaliyhtédl6ssé esiintyy tuntematon funktio, sen toinen deri-
vaatta ja mahdollisesti my6s ensimmadinen derivaatta. Lineaarisen toisen asteen
differentiaaliyhtdlon ratkaiseminen eksplisiittisesti on vaikeampaa kuin ensim-
madisen asteen tapauksessa, mutta tietyissd erikoistapauksissa se onnistuu my®os.
Erds tdrked tapaus on vakiokertoiminen lineaarinen yhtélg, eli yhtdlo muotoa

ay"+ay +cy=0, a#o. (39)

Tamin yhtilon ratkaisemista varten tehdén valistunut arvaus y(x) = e** jollakin
vakiolla A. Sijoittamalla timéd arvaus yhtdloon (39) saadaan

(aA? + bA+b)e** =0,
mistd huomataan, ettd vakio A on niin sanotun karakteristisen yhtédlon
al*+bA+c=0 (40)

erds ratkaisu. Toisen asteen yhtélolld on tyypillisesti kaksi ratkaisua, joten tima
sijoitus vaikuttaa erittdin lupaavalta. Kdyddan kuitenkin yksityiskohtaisesti mah-
dolliset tapaukset l&pi.

Tapaus 1: Diskriminantti D = b? — 4ac on positiivinen.
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Tunnetusti diskriminantti D kertoo toisen asteen yhtdlon ratkaisujen luonteen, ja
tapauksessa D > 0 saamme ratkaisukaavasta kaksi reaalista ratkaisua

-b+vVb%-4ac . -b-vVb%-4ac
M=——————— ja A= —m8M8M8
2a 2a
Siispd funktiot y;(x) = eMx ja yo(x) = eM2* gvat yhtélon (39) kaksi ratkaisua, ja

koska yhtél6 on lineaarinen, myos funktio
y(x) =C eM* 4+ Cyete®

on yhtélon ratkaisu kaikilla vakioilla C; ja Cp. Tdm4 késittdd itse asiassa kaikki yhta-
l6n (39) mahdolliset ratkaisut. Emme perustele tétd vield sen tarkemmin, mutta on
luontevaa, etté toisen asteen yhtdlon ratkaisussa on tasan kaksi vapaavalintaista
parametria C; ja C,.

X X

2x

X

yx)=15-¢e" y(x)=5-e*-5-e”

Tapaus 2: Diskriminantti on negatiivinen.

Téssd tapauksessa yhtdlolld (40) ei ole reaalisia ratkaisuja, mutta silld on kaksi
erisuuruista kompleksista ratkaisua, jotka saadaan jilleen ratkaisukaavasta muo-

dossa
1 —-b+iviac-b? ia 1 -b-ivdac-b?
1: 2: .
2a 2a

Mikali hyviksymme kompleksiarvoiset ratkaisut yhtélolle (39), saadaan samoin
kuin edellisessd tapauksessa yleinen ratkaisu kaavasta

y(x) = CreM* + Cet2*. (41)

Mikali etsimme puhtaasti reaalisia ratkaisuja, ne voidaan 16ytd4 seuraavasti. Muis-
tetaan trignometristen funktioiden yhteys kompleksiseen eksponenttifunktioon,
eli kaavat

. L ix —ix) . 1( ix —ix)
SIN(x) =—1e —e a CoS(x)=—|e " +e .
(x) 2i( j ()=

Naditd kaavoja hyddyntamailla voidaan pédistd eteenpdin seuraavasti. Kirjoitetaan
ensin vakiot 1; ja 1, muodossa

-b Vdac— b?

M=a+if ia Ar=a—iB, _ %5
1alﬁ]a2alﬁmlssaa2ﬁ >a
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Sijoitetaan nyt yhtdl66n (41) ensin vakiot C; = % jaCy = —%, joilla saadaan erds
ratkaisu

u(x) = 161116 _ le/lzx — leax+i,3x _ leax—iﬁx
1 . .
= eaxz_i (elﬁx - e_”ﬁx) = e**sin(Bx).

Vastaavalla laskulla sijoituksella C; = % jaCy = % saadaan toinen ratkaisu
uy(x) = e** cos(Bx).

Nama kaksi ratkaisua u; ja up ovat selvisti reaaliarvoisia. Tdma tarjoaa meille
uuden tavan esittdd yhtdlon (39) ratkaisut muodossa

y(x) = Cre* sin(Bx) + Cre** cos(Bx), (42)

missé C; ja C, ovat jilleen vakioita, jotka voidaan valita joko reaalisiksi tai komplek-
sisiksi riippuen siitd, millaisia ratkaisuja etsitdin.

y(x)

y(x) = (cos4x +sindx)-e™*

Tapaus 3: Diskriminantti on nolla.
Téassd tapauksessa yhtdl6lla (40) on kaksinkertainen nollakohta pisteessa
_b
2a
Téssd tapauksessa toki funktio y; (x) = eM on eris ratkaisu alkuperdiselle yhtdlolle

(39), mutta toivoisimme ettd l6ytyisi myos toinen ratkaisu. Kdy itseasiassa niin,
ettd funktio y»(x) = xe* ratkaisee yhtdlon myos, silld laskemalla saadaan

A (43)

ayy +by,+cy,=a (Azxe’lx + 2/16“) +b (Axe’lx + e’lx) +cxel”
= (@A? + bA+c) xe™ + 2aA + b) e**.

Viimeisessd lausekkeessa molemmat sulkeiden sisélléd olevat lausekkeet ovat nollia.
Ensimmainen siksi, ettd A oli karakteristisen yhtédlon ratkaisu, ja toinen kaavan
(43) nojalla. Siispd y, todella on differentiaaliyhtdlomme ratkaisu, ja yleiselle
ratkaisulle voidaan nyt muodostaa kaava

y(x) = Cre™ + Crxe™, (44)

missd C) ja C, ovat jilleen vakioita.
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y(x) y(x)

y(x)=3x-e~* yx)=(-3x+1,5)-e7*

Esimerkki. Ratkaistaan differentiaaliyhtdlo

V'=-y.
Karakteristinen yhtlo on tidssi tapauksessa muotoa A% + 1 = 0, jonka ratkaisut
saadaan kaavasta A = +i. Ratkaisutapauksen 2 merkinnéilld saadaan a =0jaf =1,
joten sijoittamalla yhtdloon (42) huomataan, ettd yleinen ratkaisu on muotoa
y(x) = Cy sin(x) + C; cos(x).

Esimerkki 2. Vaimennettu harmoninen vérahteliji. Tarkistellaan katosta jousen
varassa roikkuvaa kappaletta. Sovitaan, ettd kappale liikkuu ainoastaan ylos ja alas,
ja kuvataan sen sijaintia ajasta riippuvalla funktiolla x(#). Sovitaan my®os, ettd tasa-
painoasema l6ytyy kohdasta x = 0, eli x(¢) kuvaa poikkeamaa tasapainoasemasta.

///////////////////////////////////////

x=0 ---(----r-—->---

v
T X Fy=—-kx l
Fd=—6]l/

Joka hetkelld kun kappale ei ole tasapainossa, siihen kohdistuu kaksi voimaa.
Ensimméinen on jousen aiheuttama voima F;, joka on Hooken lain mukaan
verrannollinen kappaleen poikkeamaan tasapainoasemasta, eli F; = —kx(¢), missd
k > 0 on jousivakio. Voiman suunta on vastakkainen siirtyméaén x ndhden, silld
jousi pyrkii palauttamaan kappaletta takaisin tasapainoon.

Toinen voima on véliaineen vastus Fj;. Tyypillisesti se on verrannollinen kappaleen
nopeuden neli6én, mutta jos véliaine on riittdvan paksua ja nopeus riittdvan pieni,
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vastus on suoraan verrannollinen nopeuteen. Oletetaan vaikkapa, ettd kuula on
upotettu suureen purkkiin juoksevaa hunajaa. Tdlloin voidaan olettaa F; = —qv,
missd g > 0 on vakio ja v = x'(r) on kappaleen nopeus. Viliaineen vastuksen
suunta on pdinvastainen kuin nopeus.

Newtonin toisen lain mukaan Y. F = ma = mx” (), joten ajanhetkelld t saadaan
yhtdlo mx" (1) = Fs+ F; = —kx(t) — gx'(t). Kappaleen liikettd esittdd siis toisen
asteen vakiokertoiminen differentiaaliyhtdlo

0=mx" (1) + gx' () + kx(¢).

Tatd yhtdl6d on luonnollista tutkia alkuarvo-ongelmana, johon asetetaan alkuar-
voiksi ajanhetkelld ¢ = 0 kappaleen alkusijainti x(0) = xy ja alkunopeus x'(0) = vy.
Riippuen vakioiden m, g, ja k arvoista, voidaan tdtad yhtdloa ratkaistaessa paitya
mihin tahansa kolmesta aiemmin esitetysté ratkaisutilanteesta.

Tutkitaan yksittistd esimerkkis, jossa vaikkapa m = 1 kg, g = 2kg-s, ja k =5 kg-s>.
Télloin karakteristinen yhtdlé on muotoa A2+21+5=0, jonka diskriminantti
D =2%—-4-1-5=-16 on negatiivinen. Saadaan kaksi kompleksista ratkaisua

Ratkaisutapauksen 2 merkinnéilld saadaan a = —1 ja f = 2, joten yleinen ratkaisu
on muotoa
x(t) = Cre 'sin(2t) + Cre ' cos(21).

Alkuarvoista xo = 10 cm ja vg = 0 cm/s saadaan yhtélot C, = 10ja2C; — C, =0, eli
C; = 5. Hahmotellaan vield ratkaisun kuvaaja.

10 A

x(£) =5e”  sin(f) + 10e” cos(r)

em oK 27 s 1 3

t(s)

Kuva 35. Hunajaan upotetun harmonisen vérdhtelijan poikkeama tasapainoasemasta.
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Harjoitustehtivii

Tehtidvi 63. Ratkaise alkuarvo-ongelma y’ = xe™, y(0) = 1.

Vihje s. 162 — ( Toinen vihje s. 178 —>]

Tehtidvd 64. Hahmottele differentiaaliyhtilon

suuntakentta.
Vihje s. 162 — ( Toinen vihje s. 178 —>j

Tehtiavi 65. Selvitd, onko yhtéld y' = xy + x + y + 1 separoituva, ja etsi kaikki sen

Vihje s. 162 — ( Toinen vihje s. 178 —>)

=
o
—
~
S
=.
»
c
ot

Tehtdvd 66. Madritd funktio y, joka toteuttaa pisteilld x > 0 seké differentiaaliyh-
télon y' = y- (1 - 2) ettd differentiaaliyhtdlon y' + 2y = e™>*,

Vihje s. 162 —

Tehtédvd 67. Kappaleen jadhtymistd voidaan mallintaa differentiaaliyhtdlolla
T'(0)=-k(T(0) - M),
missd T kuvaa kappaleen ldampdétilaa ajanhetkelld ¢, ympar6ivdn ilman ldmpotila

on M, ja vakiokerroin k > 0 riippuu kappaleesta.

Erddssd kokeessa havaittiin, ettd 200-asteinen metallilevy jadhtyi 100 asteeseen
kymmenessd minuutissa, kun se oli 10-asteisessa ulkoilmassa. M&arité télle kap-
paleelle yhtdlon kerroin k, kun ajan yksikkond on sekunti.

Vihje s. 162 — ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtiivd 68. Edellinen koe toistettiin uudestaan seuraavana pdivani kun sai oli
viiledmpi, ja tdlld kertaa sama kappale jadhtyi 200 asteesta 100 asteeseen yhdek-
sdssd minuutissa. Selvitd, mika oli uusi ulkoilman ldmpétila.

Vihje s. 162 — ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtédvid 69. Ilmanvastus. Lukiofysiikassa ilmanvastus arvioidaan usein nollaksi.
Tutkitaan nyt mahdollisimman yksinkertaista tilannetta, jossa ilmanvastus on
tarked, ja oleellisesti ottaen ainoa voima: Sysdtddn avaruusasemalla tennispallo
liikkeelle alkuvauhdilla vy, jolloin palloon vaikuttaa vain ilmanvastus.
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Todella pienid nopeuksia lukuun ottamatta ilmanvastuksen F; suuruus on liki-
main verrannollinen vauhdin toiseen potenssiin v?. Kullakin hetkelld ilmanvastus
on vastakkaissuuntainen nopeusvektorin v kanssa, eli jos liikkeen suunta valitaan
positiiviseksi suunnaksi, saadaan F; = —qv?, missi g on positiivinen vakio.

v
_—
?d:

a) Ratkaise sopivalla differentiaaliyhtél6lld pallon vauhti v(¢#) ajan funktiona,
kun v(0) = vy.

b) Kiytd arvoja m = 0,057 kg, g = 0,0012 l%, ja vo = 1,0 . Miké on pallon
vauhti, kun on kulunut aika t =5s?

¢) Kuinka pitkdn matkan pallo kulkee aikavalilld0s... 5s?

Ensimmadisessé vihjeessd on opastusta fysiikkaan, toisessa differentiaaliyhtidlon
ratkaisuun.

Vihje s. 163 — ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtédvd 70. Osoita, ettd alkuarvo-ongelmalla

/

y =3y§, y©0)=0

on a) enemman kuin yksi b) ddrettémén monta eri ratkaisua.

Vihje s. 163 — ( Toinen vihje s. 179 —>]

Tehtdva 71.

Tutkitaan alkuarvo-ongelman y' = e* (1 — ey costy )),y(O) = 1 ratkaisua. Osoita,
ettd ratkaisulle patee —n/2 < y(x) < /2 kaikilla muuttujan x arvoilla.

Vihje s. 163 — ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtédvd 72. FEtsi differentiaaliyhtdlon
y' -4y +4y=0

yleinen ratkaisu, ja selvitd myos ratkaisu alkuarvo-ongelmaan y(0) = 2, y'(0) = 5.

Vihje s. 163 — ( Toinen vihje s. 180 —>)
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Tehtédva 73. Erds tyypillinen sovelluksissa esiintyvi toisen asteen lineaarinen
differentiaaliyhtdlo on

x¥*y"+axy +by =0,

missd a ja b ovat vakioita. Fysiikassa usein esiintyva Laplacen yhtédl6é muutetaan
usein napakoordinaatteihin, jolloin pdddytddn ratkaisemaan téllaista yhtaloa.

Yhtil6 ei kuitenkaan ole vakiokertoiminen, joten sitd ei voida ratkaista aivan samal-
la tavalla kuin aiemmin. Tee sen sijaan sijoitus y(x) = x", missad r on madritettava
vakio, ja selvitd voiko tédtd soveltaa yhtédlon ratkaisemiseen.

Ratkaise yhtdlon yleinen ratkaisu myos tarkasti tapauksessa a = 3 ja b = —3. Voit
olettaa, ettd yhtdl6lla on vain kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua.

Vihje s. 163 — ( Toinen vihje s. 180 —>)
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9 Differentiaaliyhtdlon numeerinen
ratkaiseminen

Olemme tihdn mennessd esittdneet useita tapoja ratkaista differentiaaliyhtdloitd
eksplisiittisesti, eli tapoja 10ytda ratkaisufunktiolle tutuista alkeisfunktioista koos-
tuva kaava. Kuitenkin suurimmassa osassa kidytdnnon sovelluksista yhtélot ovat
sellaista muotoa, ettd eksplisiittistd ratkaisua ei yksinkertaisesti ole mahdollista
loytaa. Joskus taas ratkaisu saadaan suljettuun muotoon, mutta sen arvoja on liian
tyoldstéd laskea jopa tietokoneella.

Naiistd syistd differentiaaliyhtidloiden ratkaisemiseen sovelletaan kdytdnnon tilan-
teissa ldhes aina numeerisia menetelmii. Numeeristen menetelmien tavoitteena
on antaa likiarvoja ratkaisufunktion todellisille arvoille, ja ndiden avulla voidaan
hahmottaa ratkaisufunktion kuvaajaa sekd sen ominaisuuksia.

9.1 Eulerin menetelma

Leonhard Euler (1707-1783)

Ensimmadinen esittelemdmme approksimaatio on nimeltdan Eulerin menetelmad,
jonka etuna on ennen kaikkea yksinkertaisuus. Perusmuodossaan Eulerin mene-
telma soveltuu ensimmadisen asteen differentiaaliyhtél6ihin, eli tilanteeseen, jossa
tutkitaan yhtél6itd muotoa

¥y =hx, ), (45)

missd h on annettu funktio. Pyritddn etsimiédn approksimaatio ratkaisulle annetun
alkuarvon y(xg) = yp ldheisyydessa.
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Eulerin menetelmin ensimmadisessd askeleessa approksimoimme todellista rat-
kaisua y(x) sen kuvaajan pisteeseen (xo, ) piirretylld tangenttisuoralla. Tangentin
kulmakerroin lasketaan yhtédlon (45) avulla: derivaatta alkuarvopisteessa (xp, yo)
saadaan sijoittamalla y'(xo) = h(xp, o). Tangenttisuoran yhtilo on

Ty, (x) = h(x0,Y0) (x — Xo) + Yo.

Kun x on ldhelld alkuarvopistettd xp, tdimi tangenttisuora T, (x) tarjoaa jo alus-
tavan approksimaation todellisen ratkaisufunktion y(x) arvoista. Seuraavaksi py-
rimme jatkamaan t4td approksimaatiota kauemmas pisteestd xy ottamalla ensin
pienen askeleen tangentin suunnassa, laskemalla derivaatan uudessa pisteessd, ja
toistamalla tdtd prosessia.

Kuva 36. Eulerin menetelméssd yhtédlon ratkaisua approksimoidaan muodostamalla jono
lineaarisia approksimaatioita.

Valitaan siis jokin pieni positiivinen luku Ax, jota kutsumme askelpituudeksi.
Kun otetaan x-akselia pitkin askelpituuden mittainen harppaus pisteesti xy, paa-
dytddn uuteen pisteeseen x; = xp + Ax. Aiemmin l0ytimamme tangenttisuora
pisteessd xy antaa meille tdssd pisteessd ratkaisulle approksimaation y(x;) =
h(x,y0)Ax + yo; merkitddn titd approksimaatioarvoa y; = h(xg,yo)Ax + yp. Nyt
voidaan toistaa tdhdn mennessia tehty prosessi uudestaan ldhtien pisteestd (xy,y1).
Tédssé pisteessd saadaan uusi approksimaatiosuora

Ty, (x) = h(x1,y1) (x = x1) + y1,

ja vastaavasti tdtd suoraa pitkin voidaan ottaa x-suunnassa Ax:n pituinen askel ja
péddytddn seuraavaan pisteeseen (xp,)). Prosessia voidaan nyt jatkaa rekursiivi-
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sesti, ja saadaan jono pisteita (x,, y»), n =1,2,... joille 16ytyy rekursiokaavat

Eulerin menetelma
Xp = Xo + nAx
n 0 (46)
Yn=Yn-1+h(xXp_1,Yn-1)A%

kunn=1,2,...

J

Niiden pisteiden kautta kulkeva murtoviiva tarjoaa nyt arvion siitd, miltd rat-
kaisufunktion kuvaaja ndyttad alkuarvopisteen ldheisyydessa. Arvio tyypillisesti
huononee, kun menniin kauemmaksi alkuarvosta x.

—y)=e€*
----Eulerin menetelm, askelpituus 0,1

0

Kuva 37. Eulerin menetelma yhtélélle y' = y alkuarvolla y(0) = 1, jonka eksakti ratkaisu
on y(x) = e*. Askelpituus on Ax =0,1.

Numeerisissa menetelmissd on tyypillistd, ettd mitd enemmaén laskenta-aikaa kéy-
tetddn, sen tarkempi approksimaatio voidaan saavuttaa. Eulerin menetelméassa
tdma tapahtuu pienentdmalld askelvilid Ax, jolloin tietylle vélille ratkaisun ennus-
taminen vaatii enemmaén laskemista, mutta tuottaa paremman approksimaation.

Esimerkki, Eulerin menetelmi. Palataan edellisessd luvussa esittimddamme ja-
nispopulaatiomalliin, ja tehd4dn siitd vihadn hienovaraisempi. Aiemmassa mallis-
sa janispopulaation y(t) kasvulla ei ollut rajoja, mutta sovitaan nyt, ettd ymparistod
ei pysty ylldpitdimadn liian suuria populaatiota. Kuvitellaan, ettd ympéristostd joh-
tuvista tekijoistd teoreettinen maksimipopulaatio saadaan kantokykyfunktiosta
K(1), joka on mallikohtainen ja voi tissd riippua myos ajasta ¢.

Lisdtddn populaatiomallin yht&dl66n (29) kasvukerroin 1 — y(¢)/K(¢), joka hidastaa
populaation kasvua kun populaation koko y(¢) ldhestyy maksimipopulaatiota K (#)
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ja kdantdd kasvun negatiiviseksi, jos populaation koko ylittdd arvon K(¢). Saadaan
uusi differentiaaliyhtdlo
(1)
Y0 = ky(® (1 - y—) .

K(1)

Tama yhtilo tunnetaan aikariippuvaisena logistisena yhtélona. Jos kantokyky-
funktio K on vakio, niin yhtilo on ratkaistavissa eksplisiittisesti separoituvana
yhtédlénd, mutta jos K on vihdnkin monimutkaisempi muuttujan ¢ funktio, on
helppo kuvitella, etti tdllainen eksplisiittinen ratkaiseminen ei onnistu.

Havainnollistetaan nyt mallia kannatusfunktiolla K(¢) = 100 + 10sin(#). Tdss4 sini-
funktio tuo ympdériston suotuisuuteen heilahtelua ajan suhteen, mika voisi esimer-
kiksi alkeellisella tavalla kuvastaa vuodenaikoja. Selvitetddn Eulerin menetelmalla
mitd kdy, kun k = 1 ja alkupopulaatio on y(0) = 5.

Tutkitaan kahta askelpituutta Ax = 0,01 ja Ax = 0,5. Oheisessa kuvassa nikyy
ndiden askelpituuksien tuottamat ratkaisuapproksimaatiot.

A
110 -
90 +
70
50 1
30
Eulerin menetelmd, askelpituus 0,01
10 A ==== Eulerin menetelm4, askelpituus 0,5
0 10 20 30

Kuva 38. Eulerin menetelma kahdella eri askelpituudella.

Molemmissa approksimaatioissa nikyy jo, ettd populaation koko pysyy rajoitettu-
na kuten haluttiin, ja se heilahtelee my6s kannatusfunktion heilahtelun mukana.
Pienempi askelpituus luonnollisesti tarkentaa arviota entisestaan.

9.2 Runge-Kutta-menetelma
Differentiaaliyhtidloiden ratkaisujen approksimoimiseen sovelletaan kdytdnnossa

yleensd hienostuneempaa versiota Eulerin menetelmésti nimeltd Runge-Kutta-
menetelmd, tai Rungen—Kuttan menetelm4, silld menetelmén keksivit saksalaiset
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Carl Runge (1856-1927) ja Martin Kutta (1867-1944). Kuten Eulerin menetelmassa,
tavoite on approksimoida ratkaisufunktiota askel askeleelta. Ero ndissd kahdessa
menetelmissd on se, ettd siind missd Eulerin menetelméssé seuraavan approksi-
maatiopisteen y-koordinaatti y, 4 laskettiin suoraan kaavasta

Yn+1 = h(xnryn)Ax + Vn,

niin Runge-Kutta-menetelmaissd lasketaan ensin vélituloksena derivaatalle arvo
rekursiivisesti neljdssé eri paikassa:

k1 =h(xn, yn)

A A
kzzh(xn+?x,yn+kl-7x)
47)

Ax Ax
kgzh(xn+?,yn+k2-7)

ka=h(xn+Ax,yn+ks-Ax).

Kokonaisessa askeleessa lopulta kdytettdva kulmakerroin lasketaan nididen neljan
kulmakertoimen painotettuna keskiarvona, ja seuraavaksi y-koordinaatiksi y,;

saadaan
kl + 2](72 +2k3 + IC4
-AXx

6

Yn+1=Ynt

Tiivistettynd Runge-Kutta-menetelméssi idea on tuottaa tarkempi approksimaa-
tio ratkaisun arvojen muutokselle laskemalla funktion & arvoja useammassa pis-
teessd. Nditd arvoja sopivasti painottamalla saadaan lopulta hienovaraisempi
arvio todellisen ratkaisufunktion kayttdytymisesta.

y y ’
’
1
'
’
'l
(Xn+1, Yn+1) K
é
|
I
|
\k4:
/ |
I I
I I
ks
I I I
I I I
I I I
(X, ) /2' .
e | | |
'_Ak\ | | |
______ ko
- _—— 1 1 1 | |
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
} } } —t—t—t—+—+—+
Xn Xp1 ¥ Xn Xpe1 ¥

Kuva 39. Runge-Kutta-menetelmin yksi askel. Tarkka ratkaisu katkoviivalla.
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Laskentatehollisesti Runge-Kutta on noin nelji kertaa niin kallis kuin Eulerin
menetelmd samalla askelpituudella, mutta se tuottaa paljon tarkempia tuloksia.

y(x)=e*
-=---Eulerin menetelm4, askelpituus 0,1
-------- Runge-Kutta, askelpituus 0,25

0 1 2 3 4

Kuva 40. Yhtélon y’ = y ratkaisun approksimaatio Eulerin ja Runge-Kutta-menetelmill3.
Eulerin menetelmé& on kauempana oikeasta ratkaisusta, vaikka kéytetty askelpituus oli
pienempi.

Numeeristen menetelmien virhearviot

Puhutaan seuraavaksi edelld esiteltyjen menetelmien tarkkuudesta. Oletamme
tdssd, ettd yhtdlon méiritteleva funktio h kdyttidytyy suhteellisen hyvin, mika tdssa
yhteydessd tarkoittaa, ettd silld on olemassa molempien muuttujien suhteen kor-
keampienkin asteiden derivaatat. Molemmissa esittelemissimme menetelmissa
tapahtuu jokaisella rekursioaskeleella pieni virhe, joka tyypillisesti kasaantuu aina
vain suuremmaksi mitd pidemmaélle mennddn. Jos kuitenkin yksittdisen askeleen
virhe on riittdvén pieni, niin kokonaisvirhettd voidaan my®os hallita.

Eulerin menetelmé perustuu joka askeleella puhtaasti kulmakertoimen eli ensim-
mdisen asteen derivaatan arvioimiseen. Siind on siis itse asiassa kyse todellisen
ratkaisun vertaamisesta ensimmdisen asteen Taylorin polynomiin joka iteraatio-
askeleella. Tdstd syystd yksittdisessd askeleessa tapahtuva virhe Eulerin menetel-
missi on tyypillisesti suuruusluokkaa (Ax)?, ja kokonaisvirhe kiintedn mittaisella
vdlilld on suunnilleen Ax. Esitimme tarkan perustelun télle liitteessd F (s. 150).

Runge-Kutta-menetelméin tarjoama arvio on kuitenkin huomattavasti parempi.
Virhearviointi on tdssd tapauksessa hieman hienovaraisempaa, emmekd mene tek-
nisiin yksityiskohtiin. Syy menetelmén tehokkuudelle perustuu oleellisesti ottaen
sithen, ettd ottamalla sopivasti painotettu keskiarvo menetelméssi lasketuista
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luvuista k; saadaan ratkaisufunktion Taylorin kehitelméstd kumottua ensimmai-
set neljd derivaattatermid. Tdma johtaa siihen, ettd Runge-Kutta-menetelméin
yhdelld askeleella tapahtuva virhe on verrannollinen askelpituuden viidenteen
potenssiin (Ax)°. Kiintedlld x-suuntaisella valilli tapahtuva virhe tulee olemaan
suuruusluokkaa (Ax)%.

Vaikka Runge-Kutta-menetelméssd joudutaan siis laskemaan funktion /s arvo
neljdssi eri pisteessd askelta kohden ja Eulerin menetelméssi vain yhdessd, niin
virhetermi pienenee jopa neljanteen potenssiin aiemmasta.

9.3 Differentiaaliyhtidloryhmit

Reaalimaailman ilmitissi esiintyy tyypillisesti useita eri suureita joiden kasvuno-
peudet tai korkeammat derivaatat riippuvat toisistaan. Tulemme havainnollista-
maan tidtd populaatiomallilla, jossa esiintyy janisten lisdksi my0s niitd saalistavia
susia, ja missd ndiden kahden populaation koot vaikuttavat toisiinsa. Téllaisia
ilmioitd varten tarvitsemme yleensd useamman differentiaaliyhtdlon, joissa esiin-
tyy enemman kuin yksi tuntematon funktio. Erds esimerkki ensimmadisen asteen
kahden funktion differentiaaliyhtdléryhmaésta voisi olla vaikkapa

{ inJ/2
Vo==)

missd y; ja y» ovat tuntemattomia funktioita. Erds ratkaisu tille yhtélolle saadaan
trigonometrisista funktioista y; (x) = sinx, y»(x) = cos x.

Differentiaaliyhtdloryhmien eksplisiittiseen ratkaisemiseen on hyvin samankaltai-
sia menetelmii kuin yhden tuntemattoman funktion tapauksessa, mutta ne ovat
edelleen hyvin rajoitettuja ja tepsivét vain tietyntyyppisiin yhtiléihin. Keskitymme
sen sijaan mieluummin numeerisiin menetelmiin, silld ne ovat usein hy6dyllisem-
pid kdytdnnossid ja useamman tuntemattoman funktion tapaus ei tuota niiden
kannalta suurempia lisdvaikeuksia. Selvitimme aihetta esimerkin kautta.

Populaatioesimerkki 2. Edellisessd janisesimerkissd populaation kokoa rajoitti
ympdriston kantokyky. Poistetaan nyt tima rajoitus ja tuodaan rajoittavaksi teki-
jaksi petoeldimet. Mallimme tulee olemaan edelleen liian yksinkertainen kuvaa-
maan mink&in todellisten lajien vuorovaikutussuhteita, mutta se antaa karkean
yleiskuvan saalistajien ja saaliiden mahdollisesta populaatiodynamiikasta.

Kuvitellaan siis, ettd metsdssd asuu seka janiksid, joiden populaation maérad kuvaa
funktio R(1), ettd susia, joiden populaatiota kuvaa toinen funktio W (t). Janispo-
pulaation kasvuun ajanhetkelld ¢ vaikuttaa edelleen ainakin niiden luonnollinen
syntyvyys ja kuolevuus, joiden summaa kuvaamme lausekkeella k; R(#), missi k;
on kasvunopeutta kuvaava vakio.

Janispopulaation muutokseen vaikuttaa myos se, kuinka nopeasti sudet syovét
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janiksid. Mallinnamme titd suuretta lausekkeella e; R(f) W (), missd e; on sopiva
positiivinen kerroin. Malli on sikili luonteva, ettd tulo R(#) W (¢) kuvaa kaikkien
mahdollisten janis-susi-parien lukumé&iria. Jokainen téllainen pari johtaa tietylla
todennidkoisyydelld tapaamiseen ajanhetkelld ¢, ja ndistd tietty osuus péattyy
suden eduksi, mistd saadaan lopullinen termi e; R(t) W ().

Kokonaisuudessaan saamme janisten populaation muutosta hallitsevaksi diffe-
rentiaaliyhtdloksi yhtdlon

R'(t)=kiR(t) —e;R(W(1).

Tutkitaan seuraavaksi susien populaatiota. Sudet tarvitsevat janiksii elddkseen,
joten niiden luonnollinen syntyvyyden ja kuolevuuden erotus ilman janiksid on
negatiivinen. Mallinnamme titd termind —k, W (), missé kerroin k, on positiivi-
nen.

Jotta susipopulaatio péisisi kasvuun, sudet tarvitsevat ravinnokseen janiksia. T4-
ma voidaan ottaa huomioon lisddmailld kasvunopeuteen saalistusta kuvaava termi
e2 R(1)W (1), missd e, on sopiva positiivinen kerroin. Susien populaatiota hallitsee
siis differentiaaliyhtilo

W'(t) = e;R(OW (1) — ko W (D).

Koottuna jinisten ja susien populaatiomallia esittdd differentiaaliyhtdloryhma

(48)

R'(t)=k1R(t) — e R(HW(2)
W' () = eaR(W (1) — ky W (1)

missd positiiviset vakiot ki, k», e; ja e, ovat mallikohtaisia. (Tyypillisesti e; < ey,
silld yhden saaliseldimen energia ei riitd kasvattamaan uutta saalistajaa. Toisaalta
funktioiden W ja R ei tarvitse olla samassa yksikdssa.)

'S 4 Ky

R'(1) = k1R(¥) - e1R(nW (1)
£y by
wW'(1) = e R(OW (1) - koW (1)

Tdma yhtdloryhma tunnetaan Lotkan—Volterran peto-saalismallina (Alfred J. Lot-
ka, 1880-1949 ja Vito Volterra, 1860-1940). Tutkitaan nyt, miten yhtidléryhman
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ratkaisuja voidaan arvioida numeerisesti Eulerin menetelmaélld. Sovitaan alkuar-
voiksi R(0) =40 ja W(0) = 10, seké asetetaan vakioparametreiksi k; = 0,1, k» = 0,1,
e; =0,02, e2 =0,01.

Aiemmin esittimdmme idea Eulerin menetelmén soveltamiseen toimii tdysin sa-
malla tavalla kuin yhden funktion tapauksessa. Alkuhetkelld ¢ = 0 voimme sijoittaa
alkuarvot yhtdloon, ja saamme selville molempien populaatioiden alkuhetken
kasvunopeudet R'(0) ja W’(0). Valitsemalla askelpituus Az voidaan nyt ottaa yksi
askel aikajanalla ja arvioida, ettd seuraavalla ajanhetkelld #; = At pétee

R(t;) ~R(0)+R'(0)Ar  ja W(t;) = W(0) + W (0)At.

Kuten yhden yhtélon tapauksessa, tdstd saadaan rekursiokaavat joissa seuraavat
approksimaatiokuvaajien y-koordinaatit R, ja Wy, maédritetddn edellisistad
koordinaateista R, ja W;,. Yhtdlon perusteella rekursiokaavoiksi tulee

{ Ryi1=Ry+(kiR,— e R, Wy At
Wpe1 =W, + (eanWn— szN)At ’

Oheisessa kuvaajassa on esitetty timédn kaavan antamat ratkaisuapproksimaatiot
(tn,Ry) ja (t,,Wy) askelpituudella At = 0,01.

— Janispopulaatio R(?)
— Susipopulaatio W (t)

40 1
30 1

20 1

10 1

0 — e T >
0 50 100 150 200

Kuva 41. Janisten ja susien populaatiomalli Eulerin menetelmalla.

Kuvaajissa ilmenee luonnollisella tavalla populaatioiden heilahtelu. Kun janik-
sid on paljon, susien kanta kasvaa voimakkaasti, ja jinisten méari alkaa vihetd.
Saaliiden madrdan vdhentyessi susipopulaation kasvu hidastuu ja kdantyy las-
kuun. Kun susien mééréd on vdhennyt pieneksi, jinispopulaatio alkaa taas kasvaa
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nopeasti ja sykli toistuu. Tdama malli on edelleen melko alkeellinen, mutta sen en-
nustamaa kantojen voimakasta jaksollista vaihtelua esiintyy luonnossa oikeastikin
tilanteissa, joissa saalis- ja saalistajalajeja on vdhin.

Kayttdmadmme ratkaisumenetelmé soveltuu my6s monimutkaisempiin malleihin
ja mallinnettaviin ilmi6ihin, mutta kasautuvan virheen vuoksi Eulerin menetelma
joutuu usein ongelmiin pitkien simulaatioiden kanssa. Esimerkiksi edellisessd
janisten ja susien mallissa populaatioiden maksimikoot valuvat Eulerin menetel-
malld laskettaessa hiljalleen ylospdin, vaikka yhtédloiden tarkka ratkaisu on tdysin
jaksollinen.

My6s Runge—Kutta yleistyy samalla tavalla useamman yhtdlon tapaukseen, ja peit-
toaa edelleen ylivoimaisesti Eulerin menetelmén laskentatarkkuudessa. Toki jos
yhtiloitd on kaksi, niin Runge-Kutta-menetelméssa taytyy laskea joka askeleella
neljan kulmakertoimen (47) sijaan kahdeksan.

Kaavojen lyhentdmiseen on usein tapana kayttdd vektorinotaatiota ratkaisulle,
esimerkiksi janikset ja sudet -esimerkissé kaksi populaatiofunktiota voisi mieltda
vektoriarvoisena funktiona

R(?)

y(t) = wl’

eli y(#) on ajasta t riippuva vektoriarvoinen funktio, jonka komponentit ovat
populaatiokoot R(?) ja W (¢). Télléin populaatiomallin differentiaaliyhtdlon (48)
voi kirjoittaa myos vektorimuodossa

R'(9)

Y@ =h(y(®), missi y(1)= Wl

ja h on vektoriarvoinen funktio, joka saadaan tdssi tapauksessa kaavasta

1
%] )
Runge-Kutta-menetelméssd médritettdvit yhtdlot voidaan myos ilmaista ndppa-

rdmmin vektorimuodossa. Tutkitaan yleistd ensimmaisen asteen differentiaaliyh-
tdloryhmaa

kv —eivivn

hlv) = eV V2 — ko v

, Imissid v=

y1(1)

¥ (1)
y@®) =h(t,y@®), y@= |

Yn(1)

missd funktio & on sekd ajasta ettd vektorista y riippuva vektoriarvoinen funktio.
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Talléin Runge-Kutta-menetelmén kaavat (47) menevit vektorimuotoon

ki=h (tn;Yn)
At At

ka=h (tn+ ,yn+— kl)
At At

(l’n+ ,yn+— kg)

= h(ty+At, yn+At-ks),

missd y, on ratkaisua approksimoiva vektori ajanhetkelld z,,. Lopulliset rekursio-
kaavat ovat

. At
l'n+1:tn+At ja Yn+1 :yn+g(k1 +2k2+2k3+k4),

ja oletamme edelleen, ettd alkuhetkelld # = fy tunnemme ratkaisulle y alkuarvon
Yo, eli jokaisen yksittdisen ratkaisufunktion arvon ajanhetkelld ;.

Erityinen hyd6ty vektorinotaatiosta on, ettd ylld oleva kaava ei muutu, vaikka tunte-
mattomia funktioita olisi tuhat kappaletta kahden sijaan. Toki ratkaisuvektorissa
y, olisi tdlloin tuhat komponenttia. Vektorilaskenta yksinkertaistaa myds mene-
telmien toteutusta tietokoneella. Esimerkiksi Python-ohjelmointikielen kirjasto
numpy hoitaa monet vektori- ja matriisipohjaiset laskut kdtevasti.

9.4 Korkeamman asteen yhtilot numeerisesti

Tahdn mennessi olemme kisitelleet ainoastaan ensimmadisen asteen differenti-
aaliyhtdl6iden (ja -ryhmien) ratkaisemista numeerisesti, mutta osoittautuu, ettia
korkeamman asteen yhtdlotkddn eivét tuota sen suurempia vaikeuksia. Tutkitaan
esimerkiksi yleistd toisen asteen differentiaaliyhtilod

V') =h(x,y®),y ), (49)

eli yhtil64, jossa toisen asteen derivaatta y” riippuu annetun funktion 7 masraa-
mailld tavalla muuttujasta x, funktiosta y, ja derivaatasta y'.

Nappirad temppu muodostaa télle yhtdlolle numeerinen ratkaisu on nimetd uu-
delleen ensimmiisen asteen derivaatta funktioksi z(x) = y'(x). Tdm4 aluksi varsin
turhalta vaikuttava toimenpide muuttaa kuitenkin toisen asteen yhtilon (49) en-
simmadisen asteen yhtdloryhmaéksi

{ y'(x) = z(x)
Z'(x) = h(x,y(x),2(x))

Téllaisia yhtdloryhmid opimme ratkaisemaan numeerisesti juuri edellisessé osios-
sa. Esimerkiksi jos asetetaan kohdassa x = 0 alkuarvot y(0) = yo ja y'(0) = z(0) = zy,
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niin Eulerin menetelman rekursiokaavat saavat muodon

{ Yn+1=Yn+Ax- 2,

Zn+1 = 2n+ Ax - h(Xn,Yn,2n)

Ratkaisuapproksimaation kuvaajaa piirtdessd voidaan apufunktion arvot z; unoh-
taa, koska kuvaajan hahmottamiseen tarvitaan ainoastaan pisteet (x;, y5). Lukuja
zy, tarvittiin siis vain pitimdin muistissa arvioita funktion y derivaatalle pisteissa
x,. Eulerin menetelmin soveltamisessa tdhdn tilanteeseen on siis lopulta kyse
vain siitd, ettd ratkaisufunktion y ja sen derivaatan y’ arvoja approksimoidaan
joka askeleella lineaarisesti. Arvioita saadaan tarkennettua jalleen pienentdmalla
askelpituutta, ja toki vaihtamalla tehokkaampaan Runge-Kutta-menetelméén.

Téssd esitetty temppu toimii samalla tavalla myos korkeamman asteen yhtéloihin,
kunhan lisdtddn vain riittivin monta apufunktiota. Esimerkiksi neljainnen asteen
yhtilo y””" = y voidaan kirjoittaa apufunktioiden avulla neljina yhtdlona
V=2, Z=u u=v, V=y.

Lisdksi sama idea tepsii, vaikka tuntemattomia funktioita olisi useampia. Lukija
voi nimittdin halutessaan tulkita yhtdlén (49) myos vektorimuodossa, eli ajatella
ratkaisufunktiota y, sen derivaattoja ja funktiota & vektoriarvoisena. Télloin yhtdlod
(49) esittdd usean tuntemattoman funktion differentiaaliyhtdloryhmaéa.

Toisen asteen differentiaaliyhtdléryhmii esiintyy erityisesti paljon fysiikassa, esi-

merkiksi kitkattoman kaksoisheilurin liikettd kuvaavat (varsin monimutkaiset)
yhtilot

—g(2my + my)sinb; — mpgsin(0; —26,) —2sin(0; — 62)my (0521, + 0211 cos(6, —,))

6//:
! Iy 2my + my — my cos(20; —20,))

2sin(0; — 0») (Hizll(ml + mp) + g(my + my) cosO; + 9;212 my cos(6; —65))

9// —
2 I (2m1 + my — my cos(20; —262))

Apufunktioiden w; (£) = 0/ (?) ja w2 (t) = 0,(¢) avulla tdllainen kahden funktion
toisen asteen yhtdloryhma palautuu neljan funktion ensimmaéisen asteen yhta-
léryhmaksi, joka voidaan ratkaista numeerisilla menetelmilld tavalliseen tapaan.

01

mp

Kuva 42. Kaksoisheilurissa kaksi kappaletta (massat m, ja my) heiluvat kahden tangon
(pituudet [; ja I;) varassa painovoiman vaikutuksen alla.
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Harjoitustehtivii

Tehtédvd 74. Ratkaise késin laskien alkuarvo-ongelmasta
y=xy y=1

likiarvot luvuille y(2) ja y(3). KéiytéilEul(?rin menetelmad askelpituudella Ax = 1.
2
Vertaa tarkkaan ratkaisuun y(x) = e2”* ~z.

Vihje s. 163 — ( Toinen vihje s. 180 —>]

Tehtdvad 75. Selvitd kdsin laskien Runge-Kutta-menetelmalla likiarvo luvulle y(2)
tehtdvédn 74 alkuarvo-ongelmassa

¥y =xy, y)=1.
Kaytd edelleen askelpituutta Ax = 1. Kuinka suuri virhe on nyt?

Vihje s. 164 — ( Toinen vihje s. 180 —>j

Huom! Seuraavat tehtdvit saattavat vaatia laskinta tai pientd ohjelmointia halua-
mallasi ohjelmointikielelld. My6s taulukkolaskenta on hyvé vaihtoehto, silld sen
avulla vilitulokset ndkyvit selkedsti ja kuvaajien piirto on helppoa.

Tehtédva 76. Etsi Eulerin menetelmélld Neperin luvulle e likiarvo tutkimalla alku-

arvo-ongelmaa y' = yja y(0) = 1.

a) Arvioi lauseketta y(1) kdyttamalla askelpituutta Ax = 0,1.

b) Minka arvion saat, kun asetat yleisen askelpituuden 1/ N?

Vihje s. 164 — ( Toinen vihje s. 180 —>]

Tehtédvd 77. Mallinnetaan laskuvarjohypyn alkua mallilla, jossa hyppddjaan massa
on m, hyppééjdin vaikuttaa alaspdin painovoima G = mg ja ylospdin ilmanvastus
F; = qv?, missi v on hyppaijan nopeus ja g vakio.

Fq

G

Mallinna hyppadjan nopeuden kehitystd Eulerin menetelmélld hypyn ensimmai-
sen 20 sekunnin aikana, kun alkunopeus on v(0) = ¥, m = 75kg, k = 0,261%, ja
g = 9,81 . Kdytd askelpituutta At = 1s.

Vihje s. 164 — ( Toinen vihje s. 181 —>)
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Tehtidva 78. Tutkitaan differentiaaliyhtidlod y' = —1000y, jolle 16ytyy ratkaisu
y(x) = e71990% glkuarvolla y(0) = 1. Tutki, miti tapahtuu Eulerin menetelmii
soveltaessa ensimmadiselld askeleella, kun askelpituus on Ax = 0,1. Miksi tdim& on
ongelma?

Vaihtoehtoinen tapa ratkaista yhtidlo numeerisesti on soveltaa kidénteistid Eulerin
menetelméi, jossa seuraava approksimaatiopiste y, ratkaistaan implisiittisestd
kaavasta

Yn+1 = Yn+ h(Xns1,Yn+1)AX.

Kéédnteinen Eulerin menetelmai siis perustuu funktion y derivaatan ennustami-
seen seuraavassa pisteessd x,. edellisen pisteen x, sijaan. Tdma menetelma on
erityisesti kannattavaa, kun funktion y derivaatassa tapahtuu suuria muutoksia
pienella valilla.

Laske kddnteiselld Eulerin menetelmilld approksimaatio yhtdlén y’ = —1000y
ratkaisulle vililla [0,1] alkuarvolla y(0) = 1 ja askelpituudella Ax = 0,1. Vertaa
ratkaisua ja approksimaatiota pisteessd x = 1.

Vihje s. 165 — ( Toinen vihje s. 181 —>)

Tehtidvéd 79. Tutki alkuarvo-ongelman y' = y +sin(x) + 2 ja y(0) = 1 ratkaisun
arvioimista

a) Eulerin menetelmalla
b) Runge-Kutta-menetelmalla.

¢) Vertaa menetelmien virhettd todelliseen ratkaisun arvoon pisteessd x = 4
askelpituudella Ax =0,2.

Vihje s. 165 — ( Toinen vihje s. 181 —>)

Tehtivd 80. Mallinnetaan zombiepidemiaa differentiaaliyhtdloryhmalla

H'(t)=-BH()Z(1)
Z'0=PHOZW)—a(l+yZ@®) H)Z(1t)

Tassd H(t) kuvastaa ihmisten lukumé&irid ja Z(¢) kuvastaa zombien lukumaéaraa.
Parametrit a, 3, y > 0 vaikuttavat tilanteen kehitykseen. Pohdi ensin, mité ilmidi-
td mallissa esiintyvit lausekkeet oikeastaan esittdvit zombi-invaasion kannalta.
Tutki sitten ratkaisua Eulerin menetelmalld alkuarvoilla H(0) =400, Z(0) = 10, ja
parametreilla @ = 0,0006, = 0,002, jay = 0,1 aikavaililld [0,60]. Mikd on loppurat-
kaisu?

Vihje s. 165 — ( Toinen vihje s. 181 —>)
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Liitteet

Liite A: Osittaisintegrointi

Osittaisintegrointikaava on tulon derivointikaavan integraaliversio. Se kertoo, ettad
jatkuvasti derivoituville funktioille f ja g pétee

ff’(x)-g(x) dx:f(x)g(x)—ff(x)-g'(x)dx.

Osittaisintegrointikaavan todistus on suoraviivainen: kun tulon derivointikaavaa

d
I [f(x)-gx)] =f'(x)-gx) + f(x)- &' (%)

integroidaan puolittain muuttujan x suhteen, saadaan

f(x)-g(x)+C=ff’(x)-g(x)dx+ff(x)-g’(x)dx,

missd C on integrointivakio. Tdsta voidaan ratkaista

ff’(x)-g(x)dx=f(x)-g(x)—ff(x)-g’(x)dx+ C,

ja integroitivakio voidaan lopuksi yhdistédd sen viereisen integraalin integrointiva-
kioon. Lauseessa esiintyvit integraalit ovat hyvin méériteltyjd, mikili f' ja g’ ovat
jatkuvia.

Esimerkiksi integraali [ x-cosxdx voitaisiin laskea osittaisintegroinnin avulla
tulkinnalla f(x) = sin x ja g(x) = x, jolloin f'(x) = cosx ja g’(x) = 1. Saadaan

fcos(x)- x dx=sin(x)- x —fsin(x)- 1 dx=sin(x)-x+cosx+C.
—— —— —_——
flx)  8W) fx) 8 fo &W

Osittaisintegrointikaava madrétyille integraaleille on luontevasti

b b b
f £ gx)dx = / g - f fx)- g wdx,
a a a

silld summassa sijoituksen voi hyvin tehda termi kerrallaan.
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LITTEET

Liite B: Muuttujanvaihto integraalissa

Yhdistetyn funktion derivointikaavasta on olemassa vastaava kaava integraaleille,
ja sitd kutsutaan integraalin muuttujanvaihtokaavaksi. Kaava kertoo, ettd jos
funktio g on suljetulla vililld [a, b] jatkuva ja avoimella vélilld ]| a, b[ jatkuvasti
derivoituva, ja lisaksi funktio f on suljetulla vililld [g(a), g(b)] jatkuva, niin

g(b)

b
f flg)g'wde = f(x)dx.
@ gla)

Téssd jalkimmadisessd integraalissa kdytetddn muuttujaa x muuttujan ¢ sijaan
selkeyden vuoksi, silld muuttujat ¢ ja x saattavat kuulua eri véleille.

Kéyd&dn ensin ldpi kaavan todistus. Olkoon funktio F(#) funktion f(f) erds inte-
graalifunktio, eli F'(t) = f(¢). T4lloin yhdistetyn funktion derivointikaava antaa

d
3 (80) = F(g0)g' 0.

Siispd funktio F(g(#)) on funktion f(g(1))g’(¢) erds integraalifunktio, joten halua-
mamme kaava seuraa laskusta

b

b
f f(g(t))g’(t)dt=/a F(g()

= F(g(b)) - F(g(@)
B g(b)

= F(x)
gla)

g(b)
= f f(x)dx.

gla)

Muuttujanvaihtokaava esiintyy tilanteesta riippuen my®s hieman eri muodoissa.
Mikili funktiolla g on kédnteisfunktio g1, voidaan nimeti c = g(a) jad = g(b) ja
esittdd kaava vaihtoehtoisessa muodossa

d g i@
f fx)dx =/ flg)g'(vde. (50)
c g!

o)

Téatd kaavaa on usein tapana ajatella sijoituksena x = g(¢), eli muuttujan x paikalle
sijoitetaan lauseke g(¢). Tdlloin differentiaalin dx paikalle vaihdetaan kaavan
mukaan g’(¢) d¢, minkd voi muistaa laskemalla

d
d—: =g'(), misti (epatismallisesti) kertomalla saadaan dx = g'(r)dt.

142



LITTEET

Sopiva sijoitus voi toisinaan tehda vaikeasta integraalista helpomman. Lasketaan
esimerkkind mééaritty integraali

1
f v 1-x2dx,
-1

joka voidaan tulkita origokeskeisen 1-sédteisen puoliympyrédn pinta-alana, silld
lauseke V1 — x? esittdd ympyrian korkeutta kohdassa x. Tdimé integraali voidaan
laskea analyyttisesti sijoituksella x = g(#) = sin(¢), missd muuttuja ¢ liikkuu valilla
[—m/2,7/2], silld sin(—n/2) = —1 ja sin(x/2) = 1. Funktio sin(¢#) on my®6s aidosti
kasvava vililla [-7/2, /2], ja titen silld on kdédnteisfunktio télla valilld. Nyt g’ (1) =
cos t, joten muuttujanvaihtokaavan (50) perusteella saadaan

1 /2
[ \/l—xzdx:f \/1—sin?(¢) cos(¢)dt
_1 —_

/2
/2
= v/ cos2(t)cos(t)dt
—1/2
/2
:f cos? (1) dt
—1/2
m/2 cos(28) + 1
—/2 2
ﬂ/Z(sin(Zt) t)
:/ + —
—m/2 4 2
/4 /4
=0+ -(0-%)
4 4
=m/2,

missd hyédynsimme kosinfunktion ei-negatiivisuutta vélilld [-7/2,7/2] neli6-
juuren poistamisessa ja kaavaa cos?(t) = %(COS(Z 1) + 1) integroitavan lausekkeen
sieventdmisessd. Siis puoliympyrén pinta-ala todellakin on /2.

Muuttujanvaihtokaava toimii samalla tavalla my6s maidradmaéattomille integraaleil-
le, eli

ff(g(t))g’(t)dt=ff(x)dx.
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Liite C: Integraalilaskennan yleistetty viliarvolause

Integraalilaskennan yleistetty viliarvolause sanoo, ettd mikéli f on jatkuvaja g
integroituva funktio vélilld x € [a, b], ja funktio g ei vaihda merkkidéan télla vililla
(elijoko g(x) > 0 tai g(x) <0), pétee

b b
f f(x)g(x)dxzf(t)f g(x)dx,

missé ¢ on jokin luku vililld 1a, b|.

Todistetaan lause erikoistapauksessa, jossa g on jatkuva funktio ja koko vélilld
[a, b] patee g(x) > 0. Jos funktion f suurin arvo vililld [a, b] on M ja pienin arvo
luku m, voidaan arvioida seuraavasti:

b b b b b
mf g(x)dx:f m-g(x)dxéf f(x)g(x)dng M-g(x)dx:Mf g(x)dx.

Koska madritty integraali |, f g(x)dx on tdssd tapauksessa positiivinen vakio, voi-
daan jakaa silld ja saadaan

b
m Ja T BT
[, gx)dx

Koska jatkuva funktio f saa kaikki arvot suurimman arvonsa M ja pienimmén
arvonsa m vililld, jollakin muuttujan arvolla ¢ €]a, b[ pitee

J2 ) g(x) dx

(1) =
d J? g(x) dx

b b
, eliontodistettu f(#)- f gx)dx = f fx)g(x)dx.
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Liite D: Taylorin polynomin virhekaavojen todistukset

Todistamme nyt Taylorin polynomin virhekaavat aloittaen ensimmaisestd virhe-
kaavasta. Tarvitsemme pohjatietoina kaksi tulosta, jotka eivit kirjoitushetkell&d
kuuluneet lukion oppimaédrdin: Osittaisintegrointi (Liite A) ja Integraalilaskennan
yleistetty vdliarvolause (Liite C).

Ndiden pohjatietojen avulla saamme todistettua itse virhekaavan.

Viite: Taylorin lause. Olkoon f funktio, joka on 7 + 1 kertaa jatkuvasti derivoituva
reaalilukujen a ja x muodostamalla avoimella vilill4, ja jonka 7. derivaatta £
on jatkuva lukujen a ja x viliselld suljetulla valilla.

Téall6in funktiolle f kohdassa x = a kehitetyn Taylorin polynomin T7(x) virhe
kohdassa x on

f(n+l)

(n+1)!

x £(n+1)
Rn(x)zf w(x—s)"ds= (x—a)*.
a n!

Todistus. Ensinndkin méirityn integraalin perusominaisuuksista seuraa, etti

f f'(s) ds:/axf(s) =fx)-f(a), eli f(x) :f(a)+f f'(s)ds.

Muokataan nyt tdtd viimeistd integraalia integroimalla osittain niin, ettd funktiota
f'(s) derivoidaan, ja toinen funktio on g(s) = s — x, jolloin g’(s) = 1.

. ! _ o ! _ X _ ! _ o _ "
fa f(s)ds—fa\lﬂf(s)ds—/a (s=x)f'(s) fa (s—x)f"(s)ds
g'(® g(s) g(s

=(x-xf'(x)—(a-x)f'(a)- fax(s -x)f"(s)ds
=(x—a)f'(a)+ fux(x - 9)f"(s)ds.
Kun tdm3 sijoitetaan aiempaan funktion f(x) lausekkeeseen, saadaan lupaavasti
f=f@+f(@x-a +f:(x— )" (s)ds.

Seuraavaksi osittaisintegroidaan taas jdljelld olevaa integraalia. Téll4 kertaa de-
rivoidaan funktiota f”(s) ja integroidaan funktiota (x — s), jonka integraali on
- % (x — 5)%. Saadaan

f (x—S)f”(S)dS:/ux_%(x—S)zf/l(s)—[ ~Lx-92f"(s)ds
= [—%(x—x)qu(x)] - [—%(x_a)ZfH(a)] +f %(x—S)zf"'(s)ds

= [ (x—a)2+f m(x—s)zds.
2 a 2
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Nyt funktiolle f(x) on kasassa lauseke

fx) =fla@)+ f(a)(x— a)+f2( @) a)2+f %(x—s)zds.

Taylorin polynomi alkaa hahmottua! Kun samaa prosessia jatketaan, n osittaisin-
tegroinnin jélkeen ollaan muodossa

(n) (n+1)
F=f@+ fl@x—a)+... fn( ) x—a +f ! . S gnds.

7\ v

Ty:?x) R, (%)

Néin Taylorin polynomin virheelle kohdassa x on siis johdettu integraalimuotoi-
nen kaava. Virhekaavan toiseen muotoon pdistddn soveltamalla integraalilasken-
nan yleistettyd véliarvolausetta ja integroimalla jdljelle jadnyt polynomi:

f(n+1)( )
Ru(x) = f —x- $)"ds= f (g f —(x—9)"ds

f(n+1)( 1- /

S)}’H-l :f(l’H—l)(t) )}’H-l.

(x—a
(n +1)' (n+1)!

Toisen virhekaavan todistus

Esitimme seuraavaksi Taylorin toisen virhekaavan todistuksen idean. Haluamme
siis osoittaa, ettd

fx) = Tp(x) + rp(x)(x—a)",
missi r,(x) on funktio, jolle Jl}_tg ra(x)=0

Sovelletaan tdssd vaiheessa edellisessd todistuksessa johdettua integraalimuotois-
ta esitystd asteen n — 1 Taylorin polynomin virheelle, jonka mukaan

_ / _ f(n_l) (a) _ an-1 fx f(n)(s) _gn-1
fx) —f(a)+f @x—a)+...+ I (x—a) +\a (n—l)!(x )" ds.
T (X) Ry (%)

Tuotetaan oikealle puolelle asteen n Taylorin polynomi T}, lisidmalld ja véhenté-

f(n)(

malld puuttuva termi (x a)", josta saadaan

o
_1)|

(n)
flo) = Tn(x)+f s)”_lds—¥( _am

Haluaisimme muuttaa viimeisen termin integraalimuotoon, joten lasketaan, ettd

(n) (n) X (n)
M(x—a)":w nx—s)"lds= of (a)( —s)" 1ds.
n! n  Ja a (n—=1)!
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Yhdistamalld tim4i edelliseen kaavaan saadaan

B X f(n) (s) —f(n)((l)
f(x)—Tn(x)+fa oD

Ry (x)

(x—s)" 1ds.

J

Téstd uudesta muodosta virhetermille R, (x) voidaan nyt l6ytd4 arvio, joka perus-

tuu asteen n derivaatan f'” jatkuvuuteen. Aloitetaan midrittelemalld lauseke

M, = max | F(s) - f™(a) |, joka vdhenee kohti nollaa, kun x ldhestyy pistettd a
AKX S X

funktion £ jatkuvuuden perusteella. Saadaan nyt arvio

x f(n) _ fn)
IR, (x)| = M(x—s)”‘lds
a (n-1)!
x| () _ f(n
g[ - f (a)||x—s|”_1ds
a (n—=1)!

M, * _
g—ff nlx—s|" tds

n! Ja
=—|x—al",

n!

missd viimeisessd vilivaiheessa integraalin laskemiseen voidaan késitelld tapauk-
set x < aja x > a erikseen, jotta itseisarvomerkki ei hdiritse. Tdstd ndhdédéin lopulta,

ettd
[Ra(0)| _ My

|7 (%) = < -0, kun x-—a.

[x—al™ = n!

Siis toisen virhekaavan viittdma on todistettu. Erityisesti todistuksesta voidaan
huomata, ettd virhearviossa esiintyvin tekijan r,(x) suppenemisvauhti nollaan
riippuu padsidntoisesti siitd, kuinka nopeasti lauseke f”(x) suppenee kohti
arvoa £ (a), eli siitd kuinka vahvasti asteen n derivaatta £ on jatkuva pisteessi

a. Jatkuvuuden méaritelmai kisitelldan tarkemmin Luvussa 3.
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Liite E: Newtonin menetelmin suppeneminen

Todistamme tdssd sivulla 5.2 esitellyt tulokset Newtonin menetelmén suppenemi-
sesta.

Tulos 1. Oletetaan, ettd funktiolla f on nollakohta a, funktio f on derivoituva
jossakin kohdan x = a ympéristossi, derivaattafunktio f’ on tdssd ymparistossi
jatkuva, ja f'(a) # 0. Vditamme, ettd kun alkuarvo x, valitaan riittdvin liheltd
nollakohtaa x = a, Newtonin menetelmi suppenee tdhdn nollakohtaan.

Menetelmin suppeneminen perustuu siihen, ettd jos funktio f on jatkuvasti deri-
voituva, niin nollakohdan ldhettyvilld sen kuvaaja kulkee hyvin l1dhelld Newtonin
menetelmissd muodostettua tangenttisuoraa ja titen menetelmi antaa hyvia
arvioita. Tehddén tdsmallinen tarkastelu.

Olkoon xp nyt jokin piste, joka on valittu ldheltd funktion nollakohtaa a. Oletusten
perusteella siis f(a) =0ja f'(a) # 0. Muodostetaan funktiolle pisteen a suhteen
ensimmadisen asteen Taylorin kehitelm4, ja sijoitetaan siihen piste x,. Tdsta saa-
daan

f(x0) = f'(@)(xo — @) + Ry (x).

Téassd vakiotermi hévisi, koska f(a) =0, ja virhetermi R) (xy) voidaan tarvittaessa
arvioida pieneksi. Nyt seuraava iteraatiopiste x; saadaan kaavasta

B f(x0) e f'(a)(xo — a) + Ry (xo)
) 0 ' (x0)

X1 = Xo

Lopullinen tavoitteemme on osoittaa, ettd erotus x; — a on pieni, joten vihenne-
tdédn puolittain a ja muokataan yhtdlod seuraavasti:

f'(a)(xg — a) + Ry (x0)
S (x0)
_ f'(x0)(xo — @) — f'(a)(xo — a) + Ry (xo)
B f(x0)
(f'(x0) = f(@) (x0— @) N Ry (x0)
f'(x0) f'(x0)

X1—a=Xg—ad—

Tarkistellaan nyt néitd kahta virhetermii erikseen. Koska derivaatta f’ on jatkuva,
voimme raja-arvon madritelmén (Luku 3) perusteella valita pisteen xy niin ldhelta
pistettd a, ettd lukujen f’(x) ja f'(a) etdisyys on pienempi kuin haluamamme
positiivinen luku. Koska f’(a) > 0, voimme valita tiksi luvuksi % | J) | Sopivalla
X pédtee siis

1 1
|f'(x0) = f'(@)| < 1 |f'(@)|, jostaseuraa |f'(xo)|> > |f'(a@)].

148



LITTEET

Arvioimme nyt ensimmadisen virhetermin itseisarvoa seuraavasti
|(f o) - @) xo-a)| _ 3|f'@|lx—al 1
- S/ =lxo—al.
| £/ (o) Hf@] 2
Jalkimmadiselle termille voidaan hyddyntaé liséksi Taylorin polynomin toista virhe-
kaavaa, josta saadaan arvio

|Ry(x0)l _ Ir1(xo)l 2{r(xo)l
= X0 —al< ———

|f'xo)| [ f7(x0)] |f'(@)

Téssd kerroin 2|1y (xo)| /| f'(a)| voidaan valita mielivaltaisen pieneksi, silld virhe-
kaavan perusteella xlima r1(xp) = 0. Valitaan xg niin 1dheltd pistetti a, ettd kerroin
)

|xp — al.

on pienempdid kuin 1/4, jolloin yhdistdmalla edelliset kaksi arviota saadaan lopul-
ta, ettd

Tama arvio riittaa meille, silld sen mukaan Newtonin menetelmissi seuraava
piste on ykkdstad pienemman vakiokertoimen verran lihempané nollakohtaa kuin
edellinen. Menetelm4 suppenee siis ainakin eksponentiaalisesti. Todellisuudessa
suppenemisvauhti on hieman nopeampi, silld yllad olevat arviot paranevat en-
nestddn pisteiden ldhentyessid nollakohtaa a, joten vakiokertoimen 3/4 paikalle
saadaan mielivaltaisen pieni kerroin, kun mennéén riittdvéan lahelle pistettd a.

Todistetaan seuraavaksi vahvempi suppenemisehto.

Neli6llinen suppeneminen. Oletetaan liséksi, ettd funktion f toinen derivaatta
f" on olemassa pisteen a lahettyvills, ja ettd sille pétee sielld yldarvio |/ (x)| < M
jollain vakiolla M. Talloin edellistd kahta virhetermiarviota voidaan parantaa
ennestain.

Aloitetaan ensin antamalla parempi arvio erotukselle f'(x) — f’(a). Viliarvo-
lauseen perusteella 16ytyy jokin piste ¢ pisteiden a ja x vilissi siten, ettd f/(xo) —
f'(a) = f"(&)(xo — a). Siispi

|f'(x0) = f'(@)| = | f"(©)]1x0 - al < Mlxo - al.

Kéyttamalla tatd hyodyksi edellisen laskun ensimmadisen virhetermin arviossa
saadaan parempi arvio

/ _ f!
P =L@l g 2M g
G0l @]

Lisdksi Taylorin polynomin ensimmadisestd virhekaavasta saadaan toiselle termille
parempi arvio

R0l _ | O]1vo—al” M
IFe] — 2f e f@]

—alz.
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Yhdistdmalld ndma kaksi arviota saadaan nyt lopullinen arvio

2 2
| 1°.

| x —a|<ﬂ|x _a|2+L|x —a _ﬂm —a
N @] @] ™ @] ™

Tama3 arvio on melko voimakas, silld se kertoo, ettd Newtonin menetelmassi seu-
raavan iteraatiopisteen absoluuttinen virhe nollakohtaan a on aina verrannollinen
edellisen virheen nelio6n. Téllainen suppeneminen on huomattavasti nopeam-
paa kuin aiemmin saavutettu eksponentiaalinen suppenemisvauhti, ja peittoaa
tdten myos helposti esimerkiksi puolitusmenetelmén.

Liite F: Eulerin menetelmin virhearvio

Todistetaan sivulla 132 mainittu véite siitd, ettd Eulerin menetelmissd tapahtuva
virhe aikavililla [0,T] ja askelpituudella Ax on verrannollinen lausekkeeseen Ax.
Haluamme siis verrata menetelmén antamia lukuarvoja y,, funktion todellisiin
arvoihin y(x,), missd y(x) on yhtdlomme y’ = h(x,y) ratkaisu alkuarvolla y(0) = yy.
Oletamme téssd, ettd funktio & ja sen derivaatat ovat kaikkialla hyvin méariteltyja.

Muistetaan, ettd Eulerin menetelméssa pisteesti (x,,y,) muodostetaan seuraava
piste (X;+1,Yn+1) kaavoilla

Xn+1 = Xp+AX ja Yn+e1 = Yn+ h(xp,yn)Ax.

Haluaisimme arvioida pisteen y,; virhettd ratkaisufunktion arvoon y(x;,4;). T4-
mad vaatii my®s sen, ettd tunnemme jo tapahtuneen virheen edellisessé vaiheessa,
eliluvun V;, = y(x,) — y,. Siis V,, ilmaisee joka askeleella 7, kuinka kaukana ollaan
ratkaisufunktion todellisesta arvosta pisteessd x;,.

Kirjoitetaan nyt funktiolle y(x) ensimmadisen asteen Taylorin kehitelma pisteen x,
suhteen. T4std saadaan, ettd

Y(xps1) = y(xp) + y’(xn) (Xp+1—Xn) + R1(xpe1) = y(n) + B(xn, y(x0)) Ax + Ry (Xp41).
Otetaan tdsti erotus pisteeseen y,+1, ja saadaan rekursiokaavasta

Vs = )/(xn+1) — VYn+1
=y(xn) — Yn+ h(xn,y (X)) Ax — h(xy, yn) AX + Ry (Xp41)
= Vi + (h(xp, y(xp) — h(Xp, 1)) Ax + Ry (Xp+1).

Arvioidaan nyt kahta viimeistd termid. Ensimmaéinen termi vaatii véliarvolauseen
soveltamista funktion h(x,y) osittaisderivaatalle y-suuntaan. Viliarvolauseen mu-
kaan pisteiden y, ja y(x,) vdlissd on jokin piste ¢, jolle

(h(xn;J/(xn)) - h(xnrJ/n)) Ax = hy(xp,¢) (_V(xn) - J’n) Ax = hy(xp,8) VpAx.
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Jos M on jokin yldraja osittaisderivaatalle &y (x,y), niin timé lauseke on siis itseis-
arvoltaan enintddn M; |V, |Ax. Tdma riittdd meille. Arvioidaan vield jalkimmaista
termid Taylorin polynomin ensimmadiselld virhekaavalla, jonka mukaan

H(t) M
IRy (Xpe1)] = yT(xn+1—xn)2 < F@x?,

missd M, on yliraja ratkaisufunktion toiselle derivaatalle y” (x) vélill [0, T]. Siis
lopulta saadaan arvio

[ Vi1l < Vul+ M| VylAx + T(Ax) =|Vul(1+ M1AXx) + 7(Ax) .

Merkitddn nyt C = 1 + M Ax. Alkuaskeleella pitee yo = y(xp), joten alussa virhettd
eiole, Vp = 0. Ensimmadisen askeleen jdlkeen virhe on siis enintdin

M.
il < =2 (a0
2
Toisen askeleen jilkeen se on
M. M. M.
Vel < C—2 (A0 + =2 (A% = (C+ D) (Ax)%.

T&t4 toistamalla huomataan yleinen arvio

C"-1My

M.
|Vl < (C”_1+C”_2+---+C+l)TZ(Ax)Z =

Toisaalta epayhtilon 1+ x < e* perusteella patee C" = (1 + MjAx)" < e™MAx)
joten saadaan lopulta.

M
(Ax)? < (e"™Mi8% _1) —Z Ay,
2M,

M

Val=(C" -1
[Vl = ( )2M1Ax

Vilin [0,T] sisdlld tehdd4n askelia yhteensd N = T'/Ax kappaletta, joten NAx=T.
Téaten lopullinen virhe vilin pdédtepisteessa toteuttaa arvion

M,
Vyl < (eMT —1) —=Ax=KAx,
| N|\( )2M1

missd vakio K = (eMlT -1) 2MW21 riippuu vélin pituudesta, sekd ratkaisufunktion

toisen derivaatan y”(x) ja osittaisderivaatan h, (x,y) maksimiarvoista talld valilla.
Tama4 on haluttu lopputulos.
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Ensimmadiset vihjeet

Tehtédvin 1 vihje. Mdidritelmén mukaan tarkka arvo = likiarvo + virhe, joten
virhe on tarkan arvon ja likiarvon erotus. Virhe on tdssi tapauksessa negatiivinen.
Suhteellinen virhe on virheen ja tarkan arvon osaméérén itseisarvo.

«— Tehtdvd s. 19

Tehtivin 2 vihje. Laskinohjelmiston kdyttdmien liukulukujen tarkkuudesta riip-
puu, kuinka suuri eksponentti tarvitaan, ennen kuin 10” + 1 — 10" ei en#4 olekaan

«— Tehtdvd s. 19

I’_‘

Tehtévin 3 vihje.

a) Suurin luku on luonnollisesti +9,9-10*? = 9900000 000. Huomionarvoista
on, etté toiseksi suurin on varsin paljon pienempi.

b) Sovittiin, ettd nollasta poikkeava luku ei ala nollalla, joten pienimmaén posi-
tiivisen luvun ensimmaéainen numero on 1.

¢) Luvut5ja1/5=0,2 voidaan tallentaa tarkasti.
d) Lukua 1/3=0,333...joudutaan pyoristimain.

e) Koska kidytdssa on vain kaksi merkitsevdd numeroa, ainakin toisen néista
kahdesta luvusta tdytyy olla kaksinumeroinen.

f) Ilmeisesti laskussa 100 +2 + 2 + 2 + 2 + 2 jokainen vilitulos pyoristetdin
alaspdin, mika selittdaa eron.

g) Nolla kannattaa laskea erikseen, koska sen voi merkitd monella tavalla (kaik-
ki eksponentit ja molemmat etumerkit kiyvat). Nollasta poikkeavat luvut
voi merkitd vain yhdelld tavalla, koska sovittiin, ettd niissd mantissa ei ole
nollalla. Yhteens4 pitéisi 16ytyd 3421 eri lukua.

h) Kummallakin vélilld on yhtd monta lukua, ero on vain eksponentissa.

«— Tehtdvd s. 19
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Tehtivin 4 vihje.

a) Voi olla kdtevad pilkkoa luvut kakkosen potensseiksi. Esimerkiksi 7 =4+2+1,
joten se on bindérilukuna 111, ja vastaavasti5 =4+ 1 =101,.

b) Jokainen paikka vastaa kakkosen potenssia, joten 1110, =1 23412241
21 +0-2°
c¢) Suurin lukua 21 pienempi kakkosen potenssi on 16 = 2%, joten bin#ériluvus-

ta tulee viisinumeroinen.

d) Voi olla aluksi helpointa muuttaa luvut kymmenjérjestelméén, laskea sielld
ja muuttaa takaisin.

e) Binddriluvuissa on vain kaksi yksinumeroista epanegatiivista lukua, nimit-
tdin 0 ja 1. Kumpaankin tauluun tulee siis vain 2 x 2 = 4 laskua.

f) Allekkain laskeminen toimii samoin kuin kymmenjérjestelmésséd. Kannattaa
huomioida, ettd laskut 1+1=10jal+1+1 =11 tuottavat muistinumeron.
Vastaukseksi pitdisi tulla 1011101.

g) Vastaukseksi pitdisi tulla 1000001.

h) Binddriluvun pilkun jilkeiset ensimmadiset paikat kuvaavat puolikkaita, nel-
jasosia ja kahdeksasosia. Voi olla helpointa kdyttda vilivaiheessa murtolu-
kuja. Vastaukseksi pitdisi tulla 0,375.

«— Tehtdvi s. 20

Tehtévin 5 vihje. Luvun —%
voisi esittdd bindarilukuna?

— Tehtéva s. 20 ( Toinen vihje's. 166 — )

voi pilkkoa muotoon —3 = —(; + §). Miten tdmén

Tehtivin 6 vihje. Kulmalla a on jokin oikea arvo, joka on pyoristyksen jdlkeen
padtynyt luvuksi 25,3°. Milld vililld kulman a oikea arvo voi olla?

< Tehtévi s. 20 ( Toinen vihje s. 166 —>]

Tehtédvin 7 vihje. On tarkoitus laskea lausekkeiden

fa+kw-f _a+mh-1t
h - h

fA+m-fa-h Q+R*—q-p'"
2h - 2h
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likiarvoja luvun # eri arvoilla. Pienilld luvun h arvoilla tulokset voivat riippua
kaytetystd ohjelmasta.

Derivaatan f’(1) tarkkaa arvoa varten kannattaa hyodyntid kaavaa x* = e =
e*I* joka auttaa derivaattafunktion f’(x) madrittimisessa.

«— Tehtdvi s. 21

Tehtédvin 8 vihje. Kohdan a) laskujen tulokset riippuvat kdytetystd ohjelmasta. To-
dennikoinen lopputulos on, ettd suurilla luvun 7 arvoilla seurauksena on nollalla

jako. Raja-arvo hrn/ L(x) on erddn funktion derivaatta kohdassa x = .
X—T

«— Tehtdvi s. 21 ( Toinen vihje s. 166 —>j

Tehtédvin 9 vihje. Ongelma on siin, ettd juurilauseke on liian 1dhelld ykkosta,
jolloin vdhennyslasku sy0 valtavasti tarkkuutta. Juuresta pitdisi siis padstd eroon
jonkinlaisella sopivalla sievennykselld. Muistikaava (a + b) (a — b) = a® — b? voisi
tdssd olla avuksi.

< Tehtédvi s. 21 ( Toinen vihje s. 166 —>)

Tehtivin 10 vihje. Taylorin polynomin kertoimia varten tarvittaisiin funktion
f(x) = e* arvo kohdassa x = 0, derivaatan arvo kohdassa x = 0 ja niin edelleen
aina viidenteen derivaattaan asti. Onnekkaasti eksponenttifunktion derivointi on
varsin yksinkertaista. Saadut derivaatat tulisi sijoittaa Taylorin polynomin kaavaan

f//( ) f///( ) f(4) f(5)

T5(x) = f(a)+f'(a) (x—a)+ (x—a)*+——(x—a)*+ TR a)t+— = (- a)®,
missd a =0.
( Toinen vihje s. 166 —>)

Tehtédvin 11 vihje. Aluksi olisi hyvi laskea funktion f(x) = y/x ensimmdinen ja
toinen derivaatta f’(x) ja f”(x). Ndiden avulla saadaan laskettua funktion arvo ja
derivaattojen arvot kohdassa x =4, eli luvut f(4), f'(4) ja f”(4). Tuloksiksi pitdisi
tulla 2, 7 ]a - i

«— Tehtdva s. 32 ( Toinen vihje s. 167 —>j

Tehtévin 12 vihje. Funktion f kohdassa x = a kehitetyn toisen asteen Taylorin
polynomin kaava on

To(x) = f(a) + f'(a) (x — a) + %(x— a)’.
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Nyt siis a=0ja f(x) = cosx.
«— Tehtdva s. 32 ( Toinen vihje s. 167 —>j

Tehtivin 13 vihje. Funktion f kohdassa x = a kehitetyn toisen asteen Taylorin
polynomin kaava on

f// (a)
2!
Kaavaa tulisi siis kdyttda kahdesti, ensin funktiolle f(x) =lnx+1, kun a =0, ja

sitten funktiolle g(x) =Inx, kun a =1.

< Tehtédvi s. 32 ( Toinen vihje s. 167 —>)

Tehtédvin 14 vihje. Taylorin polynomin virhekaavan mukaan virhe kohdassa x on

(n+1) (4
u (x — a) n+1 .

(n+1)!
T#hén tulisi sijoittaa n = 5 ja oikeat arvot my6s luvuille a ja x. Tarvitset my6s
funktion f(x) = e* kuudennen derivaatan. Luku # on tuntematon luku lukujen a
ja x vélissa.

To(x) = f(a@) + f(a)(x— a) + (x—a)’.

Ry(x) =

«— Tehtdva s. 32 ( Toinen vihje s. 167 —>j

Tehtédvin 15 vihje. Voisi olla eduksi derivoida funktiot f(x) = v1+ x ja g(x) =
vV1+1x, ja tutkia, milld luvun x arvolla derivaatoiksi tulee f’(x) = % jag'(x)= %
Funktioille f ja g voisi kehittdd Taylorin polynomit timé&n kohdan ympéristdssa.

< Tehtdva s. 32 ( Toinen vihje s. 167 —>j

Tehtédvin 16 vihje. Kohta x = 1 kuuluu alueeseen x > 0, jolloin f(x) = |x| = x.
Arvot f(1), f'(1), f"(1) ja f"'(1) ovat siis laskettavissa varsin suoraviivaisesti.

< Tehtévéds. 33 ( Toinen vihje s. 168 —>)

Tehtévin 17 vihje. Funktio T;(x) = x on sinifunktion f(x) = sinx ensimmadisen
asteen Taylorin polynomi, joka on kehitetty kohdassa x = 0. Ensimmadisen asteen
Taylorin polynomin virhekaava antaa kuitenkin virheen suuruudeksi

i

(1)
rR=1 o2

2!
mikd on tehtdvidnantoa heikompi tulos. Miki olisi sinin toisen asteen Taylorin
polynomi T»(x)?

< Tehtévd s. 33 ( Toinen vihje s. 168 —>)
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Tehtédvin 18 vihje. Hyva lahtokohta olisi tarkastella Taylorin polynomin virhekaa-
vaa asteen n Taylorin polynomille. Kaavassa esiintyy funktion f(x) = cos x asteen
n+ 1 derivaatta tuntemattomassa kohdassa x = ¢. Kosinin toistuva derivoiminen
tuottaa kuitenkin funktioita, joiden arvot ovat rajoitettuja. Lausekkeen £V (¢)
arvolle voi siis 16ytda varsin yksinkertaisen yldrajan.

< Tehtévéa s. 33 ( Toinen vihje s. 168 —>)

Tehtidvin 19 vihje. Aluksi voisi tarkastella vaikkapa tapausta n = 3, jolloin laskut
ovat lyhyempid, mutta todistuksen idean kaikki elementit ovat nikyvissa.

«— Tehtédvi s. 33 ( Toinen vihje s. 169 —>)

Tehtidvin 20 vihje. Approksimaation absoluuttinen virhe on

fx+h)—-f(x)
h

1o -

Sen suuruuden arvioimiseksi voisi olla eduksi ensin korvata lauseke f(x + h) sen
ensimmadisen asteen Taylorin polynomilla, joka on kehitetty kohdassa x. Kun mu-
kaan ottaa myds virhetermin, kyseessa ei ole approksimaatio vaan yhtdsuuruus.

«<— Tehtdva s. 34 ( Toinen vihje s. 169 —>j

Tehtivin 21 vihje. Keskusdifferenssin absoluuttinen virhe on

, f(x+h)—f(x—h)’
'f ) 2h '
Kuten tehtdvassd 20 lausekkeet f(x + h) ja f(x — h) voitaisiin korvata funktion
f kohdassa x kehitetylld Taylorin polynomilla ja virhetermeilld. Nyt kannattaisi
kayttda toisen asteen Taylorin polynomia.

< Tehtédvi s. 34 ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtidvin 22 vihje. Raja-arvon méiritelméssa esiintyvin epayhtélon [x, - 0| <€
voisi yrittdd palauttaa muotoon, josta nikisi, miten suuri luvun n tiytyy olla, kun
luku € on kiinnitetty.

«— Tehtédvi s. 45 ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtidvin 23 vihje. Voisit yrittdd palauttaa yhtdlon | f(x) — 1| < € sellaiseen muo-
toon, ettd siind esiintyy ainakin lauseke |x — 2|. Voit valita luvun § niin pieneksi,
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ettd saat lopullisen lausekkeen pienemmaksi kuin €. Saatat tarvita useamman eri
yldrajan luvulle §, mutta tim4 ratkeaa ottamalla tarvittavista yldrajoista minimi.

< Tehtévéa s. 45 ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtiivin 24 vihje. Voisit tehdd vastaoletuksen, ettd raja-arvo 16ytyisi, ja hyddyn-
tdd raja-arvon madritelmaa ristiriidan tuottamiseksi valitsemalla sopivan pieni
luku e.

«<— Tehtédvi s. 45 ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtivin 25 vihje. Bolzanon lauseesta voisi olla tdssa hyotya.

«— Tehtévi s. 45 ( Toinen vihje s. 170 —>)

Tehtédvin 26 vihje. Voitaisiin tehdi vastaoletus, ettd raja-arvo y ei kuulu vilille
[a, b], ja johtaa ristiriita.

< Tehtévéd s. 45 ( Toinen vihje s. 171 —>]

Tehtivin 27 vihje. Voisit olettaa, ettd f ei ole vakiofunktio, ja etsid ristiriidan.

< Tehtévé s. 45 ( Toinen vihje s. 171 —>)

Tehtédvin 28 vihje. Voitaisiin soveltaa véliarvolausetta.

< Tehtévé s. 45 ( Toinen vihje s. 171 —>)

Tehtédvin 29 vihje. Konveksisuutta voisi ldhted selvittdmaan derivaatan avulla.

— Tehtévi s. 60 (Toinen vihje's. 171 — )

Tehtidvin 30 vihje. Mallikuvan piirtiminen voisi selkiyttda tilannetta. Tdssa voi
soveltaa konveksin funktion méarittelyssa esiintyvédd epéayhtdloa.

— Tehtavé s. 60 ( Toinen vihje's. 171 — )

Tehtédvin 31 vihje. Tulisi siis todistaa, ettd kun f on derivoituva ja a < b, pitee
f'(a) < f'(b). Téssd voisi hyddyntéd pisteiden (a, f(a)) ja (b, f (b)) vilistd janaa.

< Tehtévd s. 60 ( Toinen vihje s. 171 —>)
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jolloin Jensenin epéyhtildd voisi soveltaa lausekkeeseen (;a+ b+ fc+1d)
Sivun 53 esimerkisté voi olla apua.

< Tehtévi s. 60 ( Toinen vihje s. 172 —>)

Tehtédvin 33 vihje. Viitteen epdyhtédlosti voisi ottaa logaritmifunktion puolittain,
jotta tilaisuus kdyttdd Jensenin epdyhtil6d nékyisi selkeammin.

— Tehtavé s. 60 ( Toinen vihje's. 172 — )

Tehtidvin 34 vihje. Tédssd voisi soveltaa Jensenin epdyhtdl6d sopivalle funktiolle
kahdella pisteella.

— Tehtavis. 61 ( Toinen vihje's. 172 — )

Tehtévin 35 vihje. Téssd voisi soveltaa Jensenin epdyhtédléd potenssifunktiolle
(x) = x". Kéytettdvit pisteet ja eksponentti r on mahdollista valita sopivasti.

~

— Tehtavis. 61 (Toinen vihje's. 172 — )

Tehtivin 36 vihje. Voitaisiin valita funktiot f ja g niin, ettd toisesta integraalista
saa tulokseksi lausekkeen In(b) —In(a). Integrointivéliksi voit valita vélin [a, b].

«<— Tehtdvi s. 61 ( Toinen vihje s. 173 —>j

Tehtédvin 37 vihje. Kannattaa valita funktio f niin, ettd vasemman puolen sum-
malauseke esiintyy kaavassa ZZ:1 ar f(xg).

«— Tehtédvé s. 61 ( Toinen vihje s. 173 —>j

Tehtédvin 38 vihje. Minka suuntaisilla vektoreilla pistetulo on suurimmillaan?

< Tehtédvi s. 61 ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtivin 39 vihje. Yhtdlon voisi palauttaa muotoon f(x) = 0 sopivalla funktiolla
[, ja etsid ratkaisu Newtonin menetelmalld. Eri alkuarvot voivat supeta eri juuriin.

< Tehtéavds. 78 ( Toinen vihje s. 173 —>)
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Tehtivin 40 vihje. Yhtilo pitdisi muokata muotoon x = g(x), jotta kiintopisteite-
raatiota voisi kédyttdd. Tdmén voi tehdd useammalla kuin yhdelld tavalla.

«— Tehtédvis. 78 ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtidvin 41 vihje. Suora Newtonin menetelmin soveltaminen riittds, kun vali-
taan sopiva funktio.

«— Tehtédvis. 78 ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtédvin 42 vihje. Tulisi muodostaa sopiva yhtdl, johon voit soveltaa Newtonin
menetelméi ja jonka ratkaisu olisi v/10.

«— Tehtédvis. 78 ( Toinen vihje s. 173 —>)

Tehtévin 43 vihje. Newtonin menetelma ratkaisee funktion nollakohtia, ja ha-
luttu luku 1/ a on esimerkiksi funktion f(x) = x — é nollakohta. Valitettavasti talla
funktiolla iterointikaavaksi tulisi

1

f(xn) _ xn_a

o "1 @

Xn+1 = Xn—
mikd siséltdd jakolaskun, vieldpd juuri sen jakolaskun, jonka laskemista yritimme

kiertaa.

Onneksi f(x) =x— % ei ole ainoa funktio, jonka nollakohta on x = é

— Tehtavis. 78 (Toinen vihje's. 173 — )

Tehtédvin 44 vihje. Tédssd on ainakin kaksi vaihtoehtoa: Ensimmainen ajatus voisi
olla ilmaista kaava x; = xop Newtonin menetelmé&n avulla yhtdlén4, jossa esiintyy
vain ratkaistava piste xo. Tdman yhtdlon voisi sitten ratkaista numeerisesti. Toinen
vaihtoehto olisi hyddyntédi jollakin tapaa sinifunktion parittomuutta, ja paatya
vdhan yksinkertaisempaan yhtdl66n.

— Tehtéva s. 79 ( Toinen vihje's. 174 — )

Tehtivin 45 vihje. Voisi olla eduksi piirtda sopivalla ohjelmalla Newtonin mene-
telmédn mukaisia tangentteja alkuarvosta x = 1 ldhtien ja pdételld sen perusteella,
mitd tdsmallistd viitettd itse asiassa ollaan todistamassa.

< Tehtéavas. 79 ( Toinen vihje s. 174 —>)
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Tehtévin 46 vihje. Kolme oleellisesti erilaista tapausta ovat |xp| < 1, [xp] = 1, ja
|X()| > 1.

«— Tehtdva s. 79 ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtdviin 47 vihje. Voidaan edetd hyvin samalla tavalla kuin edellisessé tehtdvas-
a.
< Tehtévd s. 80 ( Toinen vihje s. 175 —>)

[72)

Tehtévin 48 vihje. Funktion g(x) = x2+c kiintopisteet voidaan ratkaista yhtélosta
x*+c=x.
< Tehtédvi s. 80 ( Toinen vihje s. 175 —>)

«— Tehtédvi s. 88 ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtivin 51 vihje. Voisi tutkia polynomien p,+ ja pj, erotusta.

< Tehtévé s. 88 ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtavian 52 vihje. Tdssd voisi laskea sinifunktion derivaatat, ja soveltaa kaavaa
(21).

< Tehtdva s. 88 ( Toinen vihje s. 175 —>)

Tehtivin 53 vihje. Ennen koko ratkaisun etsimista voisi miettid, mitd kdy helpom-
massa tapauksessa, esimerkiksi kun N =0 tai N = 1. Ndistd tapauksista voidaan
myos edetd korkeamman asteen tapaukseen induktiivisesti.

«— Tehtdva s. 88 ( Toinen vihje s. 176 —>)

Tehtédvin 54 vihje. Voidaan sijoittaa suoraan Simpsonin sddnnon kaavaan (24) ja
laskea.

(<— Tehtdva s. 103) ( Toinen vihje s. 176 —>)
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Tehtédvin 55 vihje. Kohdassa a) funktion arvot tulisi laskea pisteissd x = —1,
x=-0,5,x=0, x=0,5ja x = 1. Kohdatb) ja c) kannattaa laskea taulukkolasken-
taohjelmalla tai koodin avulla. Kohtaan d) tarvittavat luvut voi poimia sivun 102
taulukosta. Esimerkiksi viiden desimaalin likiarvot riittdvat hyvin.

[<— Tehtéva s. 103) ( Toinen vihje s. 176 —>)

Tehtivin 56 vihje. Kohdan a) laskussa tulisi siis laskea integraali |’ 12 % dx neljan
osavilin puolisuunnikassddnnollda. Nyt Ax = i, joten saadaan arvio

In2 = ;} (%f(l) + f(1,25) + f(1,5) + f(1,75) + %f(Z)),

missd f(x) = %

(<— Tehtdvd s. 103] ( Toinen vihje s. 176 —>)

Tehtédvin 57 vihje. Laskua voi helpottaa muistelemalla edelld esitettyd teoriaa
Simpsonin sddnnoén virhearviosta ja siind tapahtuvista kumoutumisista.

(<— Tehtdva s. 104] ( Toinen vihje s. 177 —>j

Tehtédvin 58 vihje. Voit kdyttdd suoraan puolisuunnikassdannon kaavaa, sijoittaa
sithen annetut arvot ja sieventda.

(<— Tehtéva s. 104) ( Toinen vihje s. 177 —>j

Tehtédvin 59 vihje. Luvussa esitetty Gaussin sddnto on vélille [-1, 1], joten joudut
ensin muokkaamaan sen sopimaan vilille [2,3]. Tdma4 ei vaadi kertoimien ja
pisteiden laskemista alusta asti uudelleen, vaan voi soveltaa kaavaa (27) sivulta
100.

(<— Tehtdva s. 104] ( Toinen vihje s. 177 —>j

Tehtévin 60 vihje. Téssd voisi edetd kuten luvussa esitetyssd esimerkissd Gaussin
sddnnostd kahdelle pisteelle, eli voitaisiin ratkaista oikeat arvot sopivasta yht&ls-
ryhmaésta.

(<— Tehtdva s. 104) ( Toinen vihje s. 177 —>)

Tehtiviin 61 vihje. Tulisi siis laskea integraalille neljilld jakovélilla likiarvo Iy,
kahdella jakovilill likiarvo I», ja arvioida ndiden avulla virhetta.

(<— Tehtdva s. 104) ( Toinen vihje s. 177 —>)
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Tehtivin 62 vihje. Sievennetddn viitettd hieman eteenpdin. Tulisi siis osoittaa,
ettd approksimaatio
Ly—1Iy _ 3n + Ly —1Iy _ Ahp—In

3 3 3 3

I=0L,+ey, =Ly, +

on Simpsonin sddnnén mukainen approksimaatio. Tilanne voi selkiyty4, jos laskun
kdy ensin ldpi jollakin pienelld luvun » arvolla.

(<— Tehtdva s. 105) ( Toinen vihje s. 178 —>)

Tehtdvin 63 vihje. Yhtilo on separoituva: se voidaan kirjoittaa muotoon y'e? = x.

(<— Tehtdva s. 124] ( Toinen vihje s. 178 —>j

Tehtédvin 64 vihje. Suuntakentin nuolten suunta riippuu siitd, onko y' positiivi-
nen, negatiivinen vai nolla. Missa x y-tason alueissa kukin vaihtoehto toteutuu?

(<— Tehtdva s. 124) ( Toinen vihje s. 178 —>)

Tehtédvin 65 vihje. Yhtdlo on separoituva, mutta se pitdd ensin kirjoittaa hieman
eri muodossa.

[<— Tehtdva s. 124) ( Toinen vihje s. 178 —>]

Tehtivin 66 vihje. Voit ratkaista molemmat differentiaaliyhtdlot ensin erikseen,
tai ratkaista ensin yhden ja sijoittaa sitten ratkaisun toiseen yhtal66n. Ensimmai-
nen differentiaaliyhtil6 on separoituva, toinen on lineaarinen. Néille voi kayttda
tekstissd esitettyjd ratkaisumenetelmid, ja molemmista saadaan ratkaisu, jossa
esiintyy vapaasti valittava vakio.

(«— Tehtivas. 124)

Tehtdvin 67 vihje. Tdssd kannattaisi ratkaista tehtdvdssd annettu differentiaaliyh-
talo ja sijoitaa ratkaisuun tehtdvéssd annetut parametrit kertoimen k méarittami-
seksi.

(<— Tehtéva s. 124] ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtédvin 68 vihje. Voit hyodyntdd edellisessé tehtidvassa selvitettyd parametrin k
arvoa uudestaan, silld se riippuu ainoastaan kappaleesta.

(<— Tehtdva s. 124) ( Toinen vihje s. 179 —>)
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Tehtédvin 69 vihje. Newtonin toisen lain mukaan Z F = ma. Tissi liike on yhdelld
suoralla, joten riittdd tarkastella lukuja vektorien sijaan. Koska ilmanvastus on
ainoa voima, saadaan

Y F=F;=-qv*=ma.
Téssd siis v(f) on tuntematon ajan ¢ funktio. Kiihtyvyys a puolestaan kuvaa no-
peuden muutosta ajan suhteen, eli nopeuden derivaattaa ajan suhteen v'(r).
Kun nopeuden lauseke on selvilld, kuljettu matka Ax saadaan laskettua (z, v)-

5]
koordinaatistosta fysikaalisena pinta-alana, eli integraalina Ax = f v(r)dze.
[4)

(<— Tehtéva s. 124) ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtivin 70 vihje. Lauseke y§ on médritelty vain, kun y > 0. Alkuarvo-ongelmalla
on yksi vakioratkaisu. Kun y > 0, yhtdlo voidaan separoida ja y ratkaista integroi-
malla. Miten ehto y(0) = 0 liittyy tilanteeseen?

[<— Tehtéva s. 125) ( Toinen vihje s. 179 —>]

Tehtdvian 71 vihje. Tdssd voisi hyodyntida jollakin tapaa ratkaisujen yksikasittei-
Syytta.
(<— Tehtdva s. 125) ( Toinen vihje s. 179 —>)

Tehtdvin 72 vihje. Voit noudattaa suoraan luvussa esiteltyd ratkaisumenetelmaa
toisen asteen vakiokertoimiselle yhtélolle, eli voisi aloittaa ratkaisemalla vastaavan
karakteristisen yhtalon.

(<— Tehtdva s. 125] ( Toinen vihje s. 180 —>)

Tehtédvin 73 vihje. Tulisi siis sijoittaa yhtdlo6n y(x) = x" ja derivoida. Tulok-
seksi pitdisi tulla samantyylinen karakteristinen yhtélo kuin vakiokertoimisessa
tapauksessa, jolloin mahdolliset eksponentit r saa ratkaistua.

(<— Tehtdva s. 126) ( Toinen vihje s. 180 —>)

Tehtivin 74 vihje. Funktion y derivaatta kohdassa x =1on y'(1) =1-1 = 1. Mikd
olisi siis kaavan (46) mukainen arvio koordinaateille x; ja y;?

(<— Tehtdva s. 139) ( Toinen vihje s. 180 —>)
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Tehtidvin 75 vihje. Voidaan merkitd h(x, y) = xy, Ax =1ja (xp, yo) = (1,1). Laske-
taan kaavoilla (47) kulmakertoimet k; ja k»:
k1 =h(x0,y0)=h(1,1)=1-1=1,

Ax Ax 1 1\ 33 9
ko=h{xo+ —yo+k1-—|=h[1+-,14+1- = |==-—=—.
2 (O p Yok 2) ( 2 2) 22 4

(<— Tehtdva s. 139) ( Toinen vihje s. 180 —>)

Tehtdvin 76 vihje. Saatat tarvita tdssi laskinta, mutta Eulerin menetelmin toteu-
tus onnistunee suoraan sijoittamalla kaavaan (46). Nyt h(x, y) = y. Ensimmaisiksi
arvoiksi pitdisi tulla

Xy
00 1
01 1,1
02 1,21
0,3 1,331
(— Tehtaviis. 139) ( Toinen vihje's. 180 — )

Tehtdvin 77 vihje. Ensin olisi eduksi muodostaa toimiva fysiikkamalli. Hyppaa-
jaan vaikuttaa kaksi voimaa: painovoima G ja ilmanvastaus F .

Fgq

G

Positiviivinen suunta voidaan sopia alaspéin, jolloin Newtonin toinen laki saa
muodon

SF=ma
mg—quzma [|:m
49 »

g——v'=a
m

Nyt olisi hyvd muistaa, ettd kiihtyvyys on nopeuden muutosnopeus eli derivaatta
ajan suhteen.

(— Tehtaviis. 139) ( Toinen vihje's. 181 — )
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Tehtivin 78 vihje. Ongelma ilmenee, kun lasket pisteen (x;, ;). Miksi sen y-
koordinaatti on aivan liian pieni? Kddnteistd menetelmé&i varten joudut ratkaise-
maan rekursioyhtdlon luvun y,.; suhteen.

(<— Tehtdva s. 140) ( Toinen vihje s. 181 —>)

Tehtivin 79 vihje. Tarvitset yhtdlon todellisen ratkaisun, jonka voit laskea tulkit-
semalla yhtdlon epdhomogeenisena lineaarisena yhtdlona. Saatat tarvita osittai-
sintegrointia (Liite A s. 141) oikean puolen termid integroitaessa.

(— Tehtaviis. 140) (Toinen vihje's. 181 — )

Tehtévin 80 vihje. Pohdinnan kannalta voisi miettid, miten zombien ja ihmis-
ten vuorovaikutus vaikuttaa populaatioiden kasvuun. Mieti my6s, miten ihmiset
reagoivat invaasioon. Eulerin menetelméé voit soveltaa samaan tyyliin kuin edelli-
sessd janikset ja sudet -esimerkissa.

(— Tehtaviss. 140 ) (Toinen vihje's. 181 — )
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Tehtivin 5 toinen vihje. Luku —% =- (% + %) on binairilukuna —0,011,. Mantis-

san tulisi siis olla —1,1 ja sopiva eksponentti on —2, eli jos tallennettu eksponentti
on e, tulisi olla e — 1023 = —2. Tulokseksi pitdisi tulla

[1Jofafa/riafafr}zlofafzlofoololololaloioolalololojololololoolojolololojoioolofololololololaloololloiolojolololojololol|

«— Tehtédvi s. 20 < Vihjes. 153

Tehtivin 6 toinen vihje. Koska kulman « likiarvo on 25,3°, kulmalle a pitee
25,25° < a < 25,35°. Milla vililld kulma 4000« on? Miten tdmén vilin pituus
suhteutuu sinifunktion jakson pituuteen?

«— Tehtavi s. 20

— Vihje s. 153

T
3

funktion derivaatan arvo kohdassa x = . Tangenttifunktion derivaatan muodoista

Tehtidvian 8 toinen vihje. Koska tan( ) = /3, raja-arvo lim/3L(x) on tangentti-
X—T

4 (tanx) = 1+ tan? x voisi olla tassa hy6dyllisin.

«— Tehtdvas. 21

< Vihjess. 154

Tehtiivin 9 toinen vihje. Muotoa a — v'b olevan lausekkeen voi laventaa lausek-
keella a+ v/b, jolloin saadaan

e e

a+vb Ca+VD

Lausekettal —4/1— Z—Z voisi ldhesty4 tédlld idealla. Approksimaatio 1+ /1 — Z—; ~
1+1 =2 ei ole ongelma, silld se pdtee hyvin monen merkitsevin numeron tark-
kuudella.

«— Tehtava s. 21 < Vihje s. 154

Tehtdvin 10 toinen vihje. Tulokseksi pitéisi tulla T5(x) = 1+ x+ 3%+ g% + - x* +
1.5

%0,

120

«— Tehtéva s. 32 < Vihje s. 154
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Tehtédvin 11 toinen vihje. Kohdassa x = a kehitetty toisen asteen Taylorin polyno-
mi funktiolle f on muotoa

T»(x) = f(a) + f'(a) (x — a) + %(x— a)?.

T#hin pitéisi sijoittaa a = 4 seki edelld lasketut luvut f(4), f'(4) ja f”(4). Sulku-
lausekkeita (x —4) ja (x — 4)? ei kannata kertoa auki, silld kun lopuksi lasketaan
v/5 = T»(5), ndiden arvoiksi tulee (5—4) = 1ja (5—4)% = 1.

«— Tehtédvi s. 32 < Vihjess. 154

Tehtivin 12 toinen vihje. Taylorin polynomin muodostamista varten tarvitaan

luvut £(0), f/(0) ja f”(0). Kun f(x) = cosx, luvut ovat 1, 0 ja —1, joten lopulliseksi

Taylorin polynomiksi pitéisi saada T»(x) = 1 — 3 x7.

< Tehtédvi s. 32 < Vihjes. 154

Tehtédvin 13 toinen vihje. Kun Taylorin polynomit on muodostettu, voisi olla
eduksi piirtdd kaikki neljd funktiota samaan koordinaatistoon. Mitd geometrisia
eroja ja yhtéldisyyksid huomaat?

Lisédksi: kummalla Taylorin polynomeista on yksinkertaisempi lauseke?

«— Tehtédvi s. 32 < Vihjess. 155

Tehtivin 14 toinen vihje. Taylorin polynomi on kehitetty kohdassa a = 0, ja likiar-
voa tutkittiin kohdassa x = 1. Koska d% e* = e*, kaikkien kertaluokkien derivaatat
ovat sama e*. Virheen suuruus on siis

f(5+ 1) ( t) et

G+ 1! 6!

Rs(1) =

Tam4i kaava antaa virheen tarkan arvon, mutta koska kaavassa esiintyy tuntema-
ton luku ¢, olisi kédtevédd antaa virheelle jokin raja, jota se ei varmasti ylitd. Koska
t < 1ja e* on kasvava funktio, e’ on varmasti pienempi kuin e' eli e. Luku & on
siis yldraja virheelle. Miksi myos % on ylédraja?

«— Tehtdva s. 32 < Vihje s. 155

Tehtédvin 15 toinen vihje. Approksimaatiot ovat kohdassa x = 0 kehitettyja en-
simmdisen asteen Taylorin polynomeja funktioille f(x) = v1+ xja g(x) = V1 +x.
Taylorin polynomien kuvaajat ovat siis funktioille f ja g pisteeseen (0,1) piirrettyja
tangentteja.
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Tamain perusteella voi pdéatelld, onko approksimaation arvo liian suuri vai liian
pieni. On myds mahdollista kdyttdd Taylorin polynomin virhekaavaa.

«— Tehtédvi s. 32 < Vihjes. 155

Tehtivin 16 toinen vihje. Kun x > 0, f”(x) = 0, jolloin my®os kaikki sitd korkeam-
mat derivaatat ovat nollia. Kohdassa x = 1 kehitetty "kolmannen asteen Taylorin
polynomi” on siis itse asiassa ensimmdisen asteen polynomi. Itseisarvofunktion
ominaisuuden kohdassa x = 0 selittdvit, miksi tdma Taylorin polynomi toimii
huonosti alueessa x < 0.

< Tehtdvi s. 33 < Vihje s. 155

Tehtévin 17 toinen vihje. Koska funktion f(x) = sin x toinen derivaatta on f” (x) =
—sin x, kohdassa x = 0 toinen derivaatta on f”(0) = —sin (0) = 0. Kohdassa x = 0
kehitetyn Taylorin polynomin toisen asteen termi on siis nolla, eli T} (x) ja T>(x)
ovat sama polynomi. Ensimmdisen asteen polynomille T} (x) = x voidaan siis kayt-
tdd toisen asteen Taylorin polynomin virhekaavaa, jonka avulla tehtdvinannon
tulos on perusteltavissa.

< Tehtdvi s. 33 < Vihje s. 155

Tehtédvin 18 toinen vihje. Kun tarkastellaan virhetermin itseisarvoa, voidaan
sieventdd seuraavasti:

f(n+l)(t) (x_o)n+l — |f(n+1)(t)| |x|n+l‘

'R”(x”:‘ n+ D! n+ D!

Nyt voidaan perustella, etti | f (n+1) (t)| < 1lja x| < m. (Miten?) Saadaan siis yldraja
n+1

(n+1!

Riittdvan pieni luvun n arvo kannattaa selvittdd kokeilemalla, silld valitettavasti
+1

epayhtalo % < 1078 ei ratkea analyyttisesti.

«— Tehtéva s. 33 < Vihje s. 156

IRy ()] <
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Tehtédvin 19 toinen vihje. Aiemmissa tehtdvissd on laskettu, ettd kolmannen
asteen Taylorin polynomit funktioille f(x) = e*, g(x) = cosx ja h(x) = sin x ovat

2 3 2 3

E(x) =1 L, cw=1-Z ja Sw=x-2
(x) = +x+§+§, (x) = o ja (x)—x—a.

Sievennetddn nyt lauseketta E(ix):

(ix)? (ix)3 o i2x% B8 o= 1-x2 i
+ =l+ix+—+——=1+ix+ +
2! 3! 2! 3! 2! 3!

E(ix)=1+(ix)+

x? x°
:1—§+l(x—§) =C(x)+1iS(x).

Edell4 kéytettiin sievennysti i3 = i%-i = —1-i = —i. Todistuksen idea suuremmilla
polynomin asteilla 7 on samanlainen: Luvun i parilliset potenssit ovat reaalilukuja
+1 ja parittomat imaginaarisia lukuja +i. Kun parittomista termeistd otetaan
yhteiseksi tekijéksi i, Taylorin polynomit S(x) ja C(x) saadaan néakyviin.

Yleisen tapauksen todistuksessa polynomin E(ix) parillisista ja parittomista ter-

meistd tiytyy jotenkin pitdd lukua. Parillisia voi merkitd esimerkiksi muodossa
(ix 2k (ix 2k+1
ja parittomia muodossa —————,
(2k)! k+1)!

< Tehtdvi s. 33 < Vihje s. 156

Tehtédvin 20 toinen vihje. Taylorin polynomin kaavassa

missd k on luonnollinen luku.

11 (n)
! (a)(x—a)2+-~-+f (a)

2! n! (x-a)"

fX) = fla)+ f(a)(x—a)+

esiintyvéa erotus x — a kuvaa approksimoitavan kohdan x poikkeamaa paikasta a,
jossa polynomi on kehitetty. Nyt haluaisimme approksimoida funktion f arvoa
kohdassa x + h Taylorin polynomilla, joka on kehitetty kohdassa x. Poikkeaman
suuruus on siis k. Voidaan kirjoittaa f(x+ h) = f(x) + f'(x) - h, tai virhetermin
avulla tarkasti

flx+h)=fx)+f(x)-h+ h?,

f/l ( t)
2

missd ¢ on jokin luku lukujen x ja x + h vilissd. Tdmaén voi sijoittaa lausekkeeseen

fx+h)-fx)

flo- .

ja sieventdad.

«— Tehtéava s. 34 < Vihje s. 156
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Tehtivin 21 toinen vihje. Kohdassa x kehitetty toisen asteen Taylorin polynomi
funktiolle f antaa virhetermeineen

fx+m=f+ f@h + @R + §f"(R®  ja
fx=h)=f@)+ f'h + 3 "D (=h?+ L " (1) (-h)3,

missd t, € [x— h,x] ja t; € [x,x + h]. Nam4i voisi sijoittaa keskusdifferenssin ab-

soluuttisen virheen lausekkeeseen, jolloin sieventdmisen jilkeen jéljelle pitdisi

jaada

f”’(tl) hz B f/ll(l.z) hz
12 12

Lopuksi oli mahdollista hy6dyntéa kaikille reaaliluvuille a ja b patevda kolmio-

epayhtdléd |a+ b| < |al +|bl.

«— Tehtéava s. 34 < Vihje s. 156

Tehtiviin 22 toinen vihje. Soveltamalla Arkhimedeen lausetta voidaan 16ytida
positiivinen kokonaisluku N, jolle N > 2/¢. Télld valinnalla padastdan haluttuun
lopputulokseen.

< Tehtdvi s. 45 < Vihje s. 156

Tehtédvin 23 toinen vihje. Lauseketta | f (x) — 1| sieventdessd paddyt lausekkeeseen,
jossa esiintyy sekd lauseke |x — 2| ettd lauseke |x — 1|. Tdssd sinun taytyy valita &
niin, ettd saat epayhtdlostd |x — 2| < 6 sekd sopivan arvion lausekkeelle |x — 2],
mutta myos arvion, joka osoittaa, ettd lauseke |x — 1| on sopivan kaukana nollasta.
Esimerkiksi valinnalla § < 1/2 voit paityd arvioon |[x — 1| > 1/2.

«<— Tehtédvi s. 45 < Vihjess. 156

Tehtivin 24 toinen vihje. Esimerkiksi valinnalla € = 1/3 voidaan raja-arvon mééri-
telmad hyddyntdmailld pakottaa jonon hdntédpii lahelle sekd lukua 1 ettd lukua —1.
Téstd saadaan ristiriita, silld hdntdpaé ei voi samanaikaisesti olla 1ahelld molempia
lukuja. Kaikille reaaliluvuille x ja y péatevdstd kolmioepayhtdlostd [x + y| < x| + |yl
voi myos olla hyotya.

«— Tehtédvi s. 45 < Vihjess. 157

Tehtédvin 25 toinen vihje. Olisi mahdollista soveltaa Bolzanon lausetta funktiolle
g(x) = f(x) —x, silld jos g(x) = 0, niin x on funktion f kiintopiste. Muistathan, ettad
0 < f(x) <1, silld funktion f maalijoukko on vili [0, 1].

«<— Tehtéva s. 45 < Vihjess. 157
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Tehtévin 26 toinen vihje. Jos y ei kuulu vilille [a, b], niin voitaisiin etsid jokin
pieni luku € siten, etté |y — x| > € kaikilla vélin [a, b] pisteill4 x.

«— Tehtdvi s. 45

< Vihjess. 157

Tehtivin 27 toinen vihje. Voisi olla hyodyllistd soveltaa viliarvolausetta tilantee-
seen, jossa pisteille x ja y patee f(x) # f(y).

«— Tehtava s. 45

— Vihjess. 157

Tehtédvin 28 toinen vihje. Voisit osoittaa véliarvolauseen nojalla, ettd f(x) < f(y)
aina, kun x < y.

«— Tehtdvi s. 45 < Vihje s. 157

Tehtivin 29 toinen vihje. Funktio on konveksi, jos sen toinen derivaatta on ei-
negatiivinen. Esimerkiksi funktion k(x) = 1/x toinen derivaatta on h”(x) =2/ x3
joka on positiivinen, kun x > 0, joten funktio on konveksi tdssd alueessa.

«— Tehtévi s. 60 < Vihjess. 157

Tehtédvin 30 toinen vihje. Konveksin funktion kuvaaja ei kulje kahta kuvaajan
pistettd yhdistdvdn janan yldpuolella. T4t voi tutkia pisteiden (0,0) ja (3, 8) kautta
kulkevan suoran avulla esimerkiksi valitsemalle parametri A niin, ettd pisteiden
x1 =0ja xp = 3 vilissi oleva piste x = 1 saadaan kaavasta (1 — A)x; + Ax».

«— Tehtdva s. 60

< Vihjess. 157

Tehtédvin 31 toinen vihje. Viite olisi todistettu, jos saataisiin perusteltua epayhtélo

fl@ < a4 < f(b).

fb)-fla)
a
Olkoon ¢ lukujen a ja b vilissd oleva lukuy, ja (t, s) piste janalla AB. Mit4 konvek-
sisuuden médritelma sanookaan lukujen s ja f(#) suuruusjirjestyksestd? Miksi
t —_ —
pitee fO-fla)  s-fla 2
r—a t—a

<
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«— Tehtédvi s. 60 < Vihjess. 157

Tehtédvin 32 toinen vihje. Kun Jensenin epdyhtilod sovelletaan lausekkeeseen
%a + A—llb + %c + %d ja funktioon f(x) = x~!, saadaan epdyhtilo

1a+1b+lc+1d)_l<l(a)—l+-(b)—1+-(c)—1+-(d)—1
47 4 4 4 T4 '

Tata sieventdmalld on mahdollista todistaa viite.

< Tehtdva s. 60 < Vihje s. 158

Tehtédvin 33 toinen vihje. Kun viitteestd otetaan puolittain logaritmi, saadaan
yhtdpitdvd muoto

X1+xp+--+x 1
ln( 1772 n)}—ln(xlxz---xn).
n n

Jensenin epdyhtdldd voisi soveltaa funktioon f(x) = —In(x). Painoiksi voidaan
valita sama paino 1/ kaikille pisteille xy.

Tapaus, jossa jokin luvuista x; on nolla, tdytyy tarkastella eri tavalla, silld logaritmi
nollasta ei ole méaritelty.

«— Tehtédvi s. 60 < Vihjes. 158

Tehtivin 34 toinen vihje. Voisi hyodyntéa sitd, ettd logaritmifunktio on konkaavi,
ja soveltaa Jensenin epéayhtél6d lukuihin a” ja b9 sopivilla painokertoimilla. Tassd
voi edetd samaan tapaan kuin aritmeettis-geometrisen epayhtélon todistuksessa.

«— Tehtdvi s. 61

< Vihje s. 158

4
Tehtédvin 35 toinen vihje. Hyvi valinta potenssifunktioksi olisi f(x) = x . Lukuja
X ei kannata laittaa Jensenin epayhtdl66n suoraan, vaan voisi kayttaa lukuja xZ.

«— Tehtdvi s. 61

< Vihje s. 158
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Tehtévin 36 toinen vihje. Jensenin epayhtilon integraaliversiota voisi soveltaa
funktioihin f(x) = x? ja g(x) = 1/x vililld [a, b]. Jensenin epiyhtilon kiytté onnis-
tuuy, koska f on konveksi funktio.

«<— Tehtdvi s. 61 < Vihje s. 158

Tehtivin 37 toinen vihje. Hyvi valinta on f(x) = V' x% + 1, jonka konveksisuuden
voit tarkistaa derivoimalla. Tarvitset tissd myo0s kaavaa 1+2+---+ n=n(n+1)/2.

«— Tehtdvas. 61

— Vihjess. 158

«— Tehtdvas. 61

— Vihje s. 158

Tehtivin 39 toinen vihje. Sopiva funktio asettaa Newtonin menetelmidn on esim.
f(x) =e*—4x,jolloin f'(x) = e* — 4. Tdmin jilkeen tulisi laskea laskimella tai vas-
taavalla tyokalulla, mitd funktiota x — f(x)/ f’(x) iteroidessa tapahtuu. Esimerkiksi
alkuarvauksen x( = 0 pitdisi toimia toisen ratkaisun 16ytdmiseksi.

«— Tehtavi s. 78

— Vihjess. 158

e* = g(x) loytda sopivalla alkuar-

Muoto In (4x) = x 10ytd4 toisen ratkaisun, mutta ei ensimmaista.

«— Tehtdvd s. 78

< Vihje s. 159

Tehtédvin 41 toinen vihje. Funktioksi voidaan valita f(E) = E — esin E — M. Alkuar-
vaukseksi esimerkiksi Ey = 1 pitdisi toimia. Ratkaisujen lukumaéarén tutkimisessa
funktion kuvaajasta ja derivaatasta voi olla hyotya.

«— Tehtdvid s. 78

< Vihje s. 159

Tehtiviin 42 toinen vihje. Halutaan likiarvo yhtilon x3 = 10 < x3—10 = 0 ratkaisul-
= x3 - 10 nollakohdan
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«— Tehtdvid s. 78

—
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~—+
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—
[72)
[¢’]
2
7]
[¢7]
[¢’]
=

< Vihjess. 159

Tehtévin 43 toinen vihje. Funktion f(x) = % — a nollakohta on sopivasti x =

Talla funktiolla iterointikaavaksi pitdisi tulla sievennyksen jilkeen x;4+1 = x,(2 —

Q=
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axy,), mika sisdltdd vain kaksi kertolaskua ja yhden vdhennyslaskun. Algoritmi
tarvitsee luonnollisesti my6s sopivan alkuarvon. Mill4 vélilld sen tulisi olla?

«— Tehtdvds. 78 < Vihje s. 159

Tehtivin 44 toinen vihje. Newtonin menetelmén mukaan x; = xo — f(xo)/ f’ (xo),
ja vastaavasti pisteen x, saa esitettyd pisteen x; (eli myos pisteen x,) avulla. En-
simmdinen vaihtoehto on sieventda yhtilo x, = xp muotoon, jossa esiintyy vain
piste xo, ja selvittdd sen ratkaisulle likiarvo Newtonin menetelmalld (sopivaan
uuteen funktioon sovellettuna). Tédssd tapauksessa syntyva funktio on varsin ruma,
ja sopivan alkuarvauksen 16ytdminen voi vaatia vihdn kokeilemista.

Toinen tapa on huomata, ettd piste xo kannattaa valita niin, ettd x; = —xo (miksi?).
Tama yksinkertaistaa laskuja.

«— Tehtédvids. 79 < Vihjes. 159

Tehtédvin 45 toinen vihje. Alkuarvolla xo = 1 Newtonin menetelmé péatyy pis-
teisiin x; = %, Xp = ;11, X3 = %, ..y Xp = 27" joten iteraatio suppenee lukuun x = 0,

joka ei ole funktion nollakohta.Tdmin voi perustella tisméllisesti sieventdmalla

Newtonin menetelmain iterointikaavaa x;,,1 = x, — ff,(();”)) .

< Tehtdvi s. 79 < Vihje s. 159
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Tehtévin 46 toinen vihje. Kun | x| < 1, jono xo, xé, (xg)z, ... suppenee nopeasti
kohti nollaa (joka on funktion kiintopiste). Funktion g(x) = x? derivaatta nollassa
on g'(0) =0 < 1, miki sopii yhteen sen kanssa, ettd kyseessi on vakaa kiintopiste.

Tapaukset | x| > 1 ja xo = 1 voi tarkastella vastaavasti.

«— Tehtdvid s. 79

< Vihje s. 160

Tehtédvin 47 toinen vihje. Kiintopisteiden vakauden pitiisi tdssd vaihtua toisin
péin kuin edellisessd tehtédvissd, ja se selvidd myos derivaattaa tutkimalla.

«— Tehtdvi s. 80

< Vihje s. 160

Tehtédvin 48 toinen vihje. Kun kiintopisteiden x; ja x» lausekkeet ovat selvill3,
voisi tutkia, milld luvun c arvoilla pétee |g'(x;)| < 1 tai |g'(x2)] < 1.

«— Tehtdvi s. 80

— Vihje s. 160

Tehtédvin 49 toinen vihje. Sievennyksen tarkistamista varten on hyvad huomata,
ettd erds tuttu toisen asteen polynomi kulkee juuri annettujen pisteiden kautta.

«— Tehtdva s. 88

— Vihje's. 160

Tehtédvin 50 toinen vihje. Kun lukuarvot sijoittaa Lagrangen polynomin kaavaan,
vain yhdelld murtolausekkeista on nollasta poikkeava kerroin, mika helpottaa sie-
ventdmistd. Lopputulokseksi pitdisi tulla po(x) =1 - %xz. Lagrangen polynomin
ja Taylorin polynomin vertailussa ei tarvitse tehda tarkkoja laskuja. Hyvén kési-
tyksen tilanteesta saa piirtimaélld polynomien ja kosinifunktion kuvaajat samaan

koordinaatistoon sopivalla ohjelmalla.

«— Tehtédvi s. 88 < Vihjess. 160

Tehtivin 51 toinen vihje. Polynomilla p,+; — p, on n + 1 nollakohtaa, jotka tun-
netaan. Tama antaa mahdollisuuden esittdd p,+1(x) — p,(x) ensimmadisen asteen
tekijoiden avulla, ja tista esityksestd voidaan sopivasti sijoittamalla ratkaista poly-

. < Tehtdvi s. 88 < Vihje s. 160
nomi pp41.

Tehtédvin 52 toinen vihje. Sinifunktion korkeammankin asteen derivaatat saavat
arvoja vain vililtd [-1,1], joten kaavassa (21) voidaan valita M;;; = 1. Kasvata
lukua n tarpeeksi, jotta kaavan lopputulos olisi alle 10~°. Tehtvissi ei kysytty
pienintd lukua n, joten voit halutessasi tehdd my6s epétarkkoja arvioita.

«— Tehtévi s. 88 < Vihje s. 160
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Tehtédvin 53 toinen vihje. Voitaisiin tehda vastaoletus, ettd f ei ole polynomi
astetta enintddn N. Tdstd voisi induktion avulla ndyttdd, ettd on olemassa jono
pisteitd x1, xo,..., XN+2, joihin sovitettu Lagrangen interpolaatiopolynomi onkin
astetta N + 1, miké on ristiriita.

«<— Tehtdva s. 88 < Vihje s. 160

Tehtivin 54 toinen vihje. Virheen arvioimiseksi intergraali tulisi laskea integraa-
lifunktion avulla. Tama kdykin suoraviivaisesti, silld funktion e* erés integraali-
funktio on myds e*. Virhe on tarkan arvon ja likiarvon erotus. Virheelle voi laskea
likiarvon laskimella.

(— Tehtaviis. 103 — Vihje s. 160

Tehtidvin 55 toinen vihje. Merkitddn f(x) = v'1 — x2.

a) Vilin pituus on 2 ja osavilejd on neljd, joten osavilin pituus on
Ax=2/4=0,5. Likiarvoksi saadaan

Jt:2~Ax~(%f(—1)+f(—0,5)+f(0)+f(0,5)+%f(1)).
b) Nyt vilejd on sata, joten Ax =2/100 = 0,02.

¢) Kun pisteitd on 101, niiden véliin ja3 100 vélid, joista aina kaksi vierekkdista
muodostaa Simpsonin sddnnodn osavilin. Tédllaisen osavilin pituus on siis
Ax =2/50 = 0,04. Tulisi laskea funktion f arvot kohdissa x; = —1, x, = —0,98,
..., x101 = 1. Likiarvoksi pitdisi tulla 3,13827.

d) Kun pisteitd on 101, niiden véliin ja4 100 vélig, joista aina kaksi vierekkaista
muodostaa Simpsonin sddnnon osavilin. Tédllaisen osavilin pituus on siis
Ax=2/50=0,04.

e) Sivun 102 taulukon kertoimista voidaan ottaa likiarvot luvuille x;, x5, x3, X4,
X5, Wy, Wa, W3, Wy, ws. Likiarvoksi pitdisi tulla
=2 (w f(x1) + wo f(x2) + wa f(x3) + wa f(xa) + ws f(x5)) =3,151812....

(— Tehtaviis. 103) — Vihje s. 161

Tehtidvan 56 toinen vihje. Kohdan b) virhearviossa voidaan hyddyntéi sivun 97
tulosta: puolisuunnikassd@annodn absoluuttinen virhe on korkeintaan W (Ax)?,
missd [a, b] on integrointivéli, M, on integroitavan funktion f toisen derivaatan
f" itseisarvon suurin arvo tall4 vlilld, ja Ax osavilin pituus. Nyt f(x) = %, joten
tulisi laskea toinen derivaatta f” (x) ja selvittdd, mikd on sen maksimiarvo vililla
[1,2].

(— Tehtavss. 103 ) — Vihje s. 161
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Tehtivin 57 toinen vihje. Simpsonin sdént6 on tarkka kolmannen asteen po-
lynomeihin asti, joten ainoastaan neljannen asteen termisti voi tulla virhetta
mukaan laskuun. Riitta3 siis kdsitelld polynomi muotoa p(x) = cx*, missd ¢ on
jokin reaaliluku.

(— Tehtavs. 104 ) — Vihje s. 161

Tehtidvan 58 toinen vihje. Kaavan sieventdmiseen tarvitsee pddasiassa muistaa
vain, ettd vilipisteille pédtee kaava x; = j/n. Summa, jossa esiintyy luvut f(x;),
sievenee tehtdvanannossa annetulla summakaavalla.

(— Tehtaviss. 104 ) — Vihje s. 161

Tehtédvin 59 toinen vihje. Gaussin sdannon pisteet voidaan muuttaa valiltd [—1,1]
vilille [2,3] kdyttdmall4 lineaarista muunnosta x — 0,5x + 2,5. Muista myos las-
kea, mitd integraalissa tapahtuu timan muuttujanvaihdoksen jilkeen, silld myos
Gaussin sddnnon kertoimet muuttuvat!

Tarkkaa arvoa varten tarvittaisiin funktion xIn(x) integraalifunktiota. Tdimén sel-
vittdminen lienee helpointa osittaisintegroinnin (Liite A, s. 141) avulla.

(— Tehtavs. 104 ) — Vihje s. 161

Tehtédvin 60 toinen vihje. Riittdd tutkia ainoastaan parillisen asteen monomifunk-
tioita, jos pisteet xj ja kertoimet wy. valitaan sopivasti, eli symmetrisesti pisteen 0
suhteen. Ratkaistavaksi yhtadloryhmaéksi pitdisi tulla

2 1

= = fx“dx = wl(—x1)4+0+w1x‘11 = 2w1x‘11
-1

2 1

3 = fxzdx = wl(—x1)2+0+w1xf = 2w1xf
-1
1

2 = fldx = w1+uwy+uw = 2wy + wo.
-1

(— Tehtavass. 104 ) — Vihje s. 161

Tehtivin 61 toinen vihje. Neljdn jakovilin antamalle arviolle I, pitee

T Tl . T . mw . 3w 1.
sinxdx = I; = —|=sin0+sin— +sin — +sin— + —sinx|.
0 412 4 2 4 2
Tatd voisi verrata kahden jakovélin antamaan arvioon

Tl . Lomo 1
I =—|=sin0+sin—+ —sinxn|.
212 2 2
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Lukujen 74 ja I, avulla voidaan laskea virheen likiarvo €4 = % Paljonko se

poikkeaa todellisesta virheestd?

(— Tehtaviis. 104) — Vihje s. 161

Tehtivin 62 toinen vihje. Tarkastellaan tapausta, jossa kdytetddn n = 3 jakovilig,
joiden leveys on Ax. Funktion arvo lasketaan siis neljdssa pisteessd, olkoot ne x;,
X2, X3 ja X4.

a ny ny ms b

|
[
X1 X2 X3 X4
Ax

Merkitddn jakovélien keskipisteitd my, my ja m3. Nyt

1 1
I3=Ax- (Ef(xl) + f(x2) + f(x3) + Ef(x4))

ja
A 1 1
Is = ?x : (Ef(xl) + f(my) + f(x2) + f(m2) + f(x3) + f(m3) + Ef(x4))-
Voisit todeta suoralla laskulla, ettd

4 1 Ax
516 - 513 Sy (fD)+4f(m) +2f(x2) +4f(m2) +2f (x3) +4f (m3) + f(xa)),
mikd on Simpsonin sddnnon kaava 7 pisteelle. Samat vilivaiheet toimivat myos

yleisessd tapauksessa.

(— Tehtavas. 105 ) — Vihje s. 162

Tehtiivin 63 toinen vihje. Huomaa, ettd - (e/™) = y'- ¢”. Separoitu yhtilé voi-
daan siis integroida puolittain muuttujan x suhteen.

(— Tehtavas. 124 ) — Vihje s. 162

Tehtiivin 64 toinen vihje. Lauseke y?x on nolla, kun x = 0 tai y = 0. Ratkaisu-
kayrien tdytyy siis ylittdd y-akseli vaakasuoraan. Derivaatan merkki riippuu x-
koordinaatista.

(— Tehtavas. 124 ) — Vihje s. 162

Tehtivin 65 toinen vihje. Yhtédlon oikean puolen voisi jakaa tekijoihin muodossa
(y+1)(x+1). Tdmin jalkeen voisi etsid yhden vakioratkaisun ja ratkaista loput
separoimalla.

(— Tehtavas. 124 ) — Vihje s. 162
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Tehtédvin 67 toinen vihje. Tehtdvin yhtdlod voi ajatella joko separoituvana tai
lineaarisena epdhomogeenisena yhtidlona. Kumpikin ratkaisumenetelma toimii.
Kun olet selvittdnyt ratkaisufunktion 7'(¢) kaavan, esitd tehtdvdssd annetut oletuk-
set lampotilan suuruudesta kahtena yhtdlona. Niistd voit madrittdd ratkaisussa
esiintyvédn vakioparametrin ja kertoimen k.

(— Tehtaviis. 124) — Vihje s. 162

Tehtivin 68 toinen vihje. Vakio C ei ole sama sama kuin edellisessa tehtdviassi,
vaan se pitdd selvittdd alkuehdosta T'(0) = M + C- 1. Ympdriston ldampdotila M
voidaan ratkaista yhtéloistd 7(0) = 200 ja T(540) = 100.

(— Tehtavas. 124 ) — Vihje s. 162

Tehtiivin 69 toinen vihje. Edellisen vihjeen perusteella ratkaistavana on differen-
tiaaliyhtélo

—q(v(0)* = mv'(1).
Vakioratkaisu v(¢) = 0 ei sovi alkuarvoon v(0) = vy > 0. Yhtdl6 on separoituva, ja
muodon
V() g
v(H2 m’

voi integroida puolittain ajan suhteen.

(— Tehtaviis. 124) — Vihje s. 163

Tehtivin 70 toinen vihje. Vakioratkaisu on y(x) =0, ja jos y(x) # 0, separoimalla
saadaan y(x) = (x + C)3. Valinnalla C = 0 voitaisiin rakentaa paloittain mééritelty
ratkaisu

x°, kunx>0

y(x)={0, kun x <0.

Miksi se toteuttaa alkuarvo-ongelman? Ratkaisuja on vield muitakin. Millainen
ratkaisu voitaisiin rakentaa, jos lausekkeessa (x + C)3 olisi C <0?

(— Tehtavs. 125 ) — Vihje s. 163

Tehtivin 71 toinen vihje. Millaisia vakioratkaisuja yhtédlolld on? Yksikésitteisyys-
lauseen perusteella funktion y kuvaaja ei voi leikata vakioratkaisujen kuvaajaa.
Téstd voisi padtelld, ettd y(x) kuuluu halutulle vélille.

(— Tehtavas. 125 ) — Vihje s. 163
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Tehtédvin 72 toinen vihje. Karakteristisesta yhtdlostd pitdisi tulla diskriminantiksi
nolla, joten ollaan ratkaisutapauksessa kolme. Ratkaisu on muotoa y(x) = C;e** +
C,xe**, missd vakiot C; ja C, madraytyvit alkuehdoista.

(— Tehtaviis. 125) — Vihje s. 163

Tehtidvin 73 toinen vihje. Voit rajoittua tapaukseen, jossa johtamallasi yhtalolla
eksponentille r on kaksi reaalistia ratkaisua. Niiden avulla voidaan tuottaa alku-
perdiselle yhtédlolle kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisufunktiota, joiden
lineaarikombinaatio muodostaa yleisen ratkaisun.

Tapauksessa a = 3 ja b = —3 pitdisi kdyda juuri ndin, silld eksponentille r tulee
toisen asteen yhtilo r? +2r —3 = 0, jolle 16ydit kaksi reaalista ratkaisua.

(— Tehtavs. 126 ) — Vihje s. 163

Tehtédvin 74 toinen vihje. Tuloksiksi pitdisi tulla y(2) = 2 ja y(3) = 6. Namé ovat
huomattavan kaukana oikeista arvoista.

(— Tehtaviis. 139) — Vihje s. 163

Tehtdviin 75 toinen vihje. Ensimmaisen vihjeen tavoin jatkaen kulmakertoimiksi
134 35

pitdisi tulla k3 = ‘;’—é jasg,ja lopulliseksi arvioksi y(2) = 5 =4,375.

(— Tehtavs. 139 ) — Vihje s. 164

Tehtivin 76 toinen vihje. Kannattaa ehké ensin ratkaista yleinen tapaus, silld
menetelmin antama arvio tulee suppenemaan varsin ndppéraan (ja ehka tuttuun)

muotoon. Arvot yi, ¥z, s, ..., ¥y muodostavat geometrisen jonon.
(— Tehtavas. 139 ) — Vihje s. 164
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Tehtidvin 77 toinen vihje. Kiihtyvyys a(¢) on nopeuden v(t) derivaatta ajan suh-
teen, joten edellisen vihjeen yht#l6 saa muodon

Vi =g- %[v(t)]z-

Téssd g, k ja m ovat vakioita, joten kysessd on differentiaaliyhtdl6 funktiolle v
alkuarvolla v(0) = 0(2). Sen voi ratkaista Eulerin menetelmalld esimerkiksi tau-
lukkolaskentaohjelmalla, jolloin yhteen soluun tulisi aina nopeus tiettynd ajanhet-
kena.

Ensimmadisten sekuntien tuloksiksi pitdisi tulla

v(0)=0
v(1)=9,81

v(2) =19,286...
v(3) =27,806...

(— Tehtaviis. 139) — Vihje s. 164

Tehtédvidn 78 toinen vihje. Kdédnteisestd menetelmastd pitdisi tulla rekursiokaava
¥n+1 = ¥n/101. Voit verrata lopullisia arvoja pisteessd x = 1 esimerkiksi ottamalla
logaritmifunktion molemmista.

(— Tehtaviis. 140) — Vihje s. 165

Tehtivin 79 toinen vihje. Yhtélo kannattaa kertoa puolittain lausekkeella e™,

jotta padset tekeméin jotakin lausekkeelle y'—y. Oikealle puolelle jd4 ikdvid lauseke
e~ *sin(x), mutta timén integraalifunktion voi mairittdd osittaisintegroimalla
kahdesti perédkkdin ja ratkaisemalla integraalin muodostuneesta yhtélosta.

(— Tehtavs. 140 ) — Vihje s. 165

Tehtévin 80 toinen vihje. Ihmisten ja zombien kohdatessa osa ihmisistd muuttuu
zombeiksi, ja lisdksi ihmiset vdhentdvdt zombien lukumadraa taistelemalla. Te-
kija 1 +vyZ(¢) voisi ilmaista ihmisten taisteluhalukkuutta. Eulerin menetelméssi
rekursiokaavat ovat

Hys1=Hp— BHyZpAt ja  Zys1=Zn+(B-a(l+yZ,)) HaZpAt.

(— Tehtaviis. 140) — Vihje s. 165
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Lihteet

Kirjan teksti on ladottu BIgX-jarjestelmilld ja kuvat piirretty padsdintoisesti sen
TikZ-paketilla. Joidenkin kuvien piirtdmisessd on hyddynnetty myos ohjelmistoa
GeoGebra 6 [2] ja Python-ohjelmointikielen Matplotlib-kirjastoa.

Numeriikkaa kisittelevat luvun 1 pédidasiallisena inspiraationa ja ldhteend ovat
pitkit keskustelut matematiikan opettajan, sotatieteen tohtori Esa Lapin kans-
sa. Termistdn osalta on pyritty seuraamaan lukion pitkdn matematiikan vanhan
Pyramidi-oppikirjasarjan osaa Numeeriset menetelmat [8].

Lukujérjestelmien historiasta 16ytyy runsaasti lisdtietoa Graham Fleggin perus-
teellisesta teoksesta Lukujen historia [1].

Liukulukustandardi binary64 siséltyy IEEE 754 -standardiin [6], jota kdsitteleva
Wikipedia-artikkeli [15] on varsin kattava.

Laajempaa kisittelyd differentiaalilaskennan tdsmallisistd méaritelmistd 16ytyy
klassikkoteoksista [11] ja [12], tai uudemmasta oppikirjasta [7].

Taylorin polynomin virhekaavan todistuksen (Liite D, s. 145) kattavampi versio
loytyy teoksesta [11] osioista 9.2 sekd teoksesta [12] osioista 15.2.

Differentiaaliyhtél6itd kisittelevin luvun 8 péaédldhteend on ollut David Sanchezin
teos [13].

Luvuissa 7 ja 8 kdsiteltyjen numeeristen menetelmien tarkempaan teoriapohjaan
voi tutustua esimerkiksi teoksessa [9].

Kuvalidhteet

Luvun 1 aloittava simulaatiokuvan ldhde on NASA [25], ja sivun 10 kuva Eiffel
tornista on Wikimedia Commons -sivulta [24].

Kuva Brook Taylorista on Wikimedia Commons -sivulta [22], Isaac Newtonin kuva
sivustolta [23], Joseph-Louis Lagrangen kuva sivustolta [19], Thomas Simpsonin
kuva sivustolta [17], Carl Friedrich Gaussin kuva on sivustolta [20], Leonhard
Eulerin kuva sivustolta [21] ja kuva Ernst Lindel6fistd museoviraston kokoelmasta
[18].
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Tehtidvien ldhteet

Tehtidvd 6. Tdméin viehdttdvan tehtdvin idean tekijat kuulivat Esa Lapilta.

Tehtédvd 8. Tehtdvi on syksyn 2005 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtdva
13. Alkuperdisessd tehtdvissi pyydettiin tutkimaan arvoja n =1,2,3,4,5.

Tehtivi 20. Tehtdva on esimerkkind oppikirjan [8] osiossa 6.1.
Tehtédvid 21. Taméikin tehtdva on esimerkkind oppikirjan [8] osiossa 6.1.

Tehtévi 45. Tehtdvinannon funktio on muokattu esimerkistd, jonka Juha Arpiai-
nen kehitti ollessaan opiskelijana Pdivoldn opiston matematiikkalinjalla.

Tehtivd 61. Olemme kuulleet timén ajatuksen Esa Lapilta.
Tehtivid 62. Taméankin tehtdvin ldhteend ovat keskustelut Esa Lapin kanssa.

Tehtivad 70. Tehtdva on esimerkki kirjan [13] luvusta 2.
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