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Esipuhe

Pitkdn matematiikan lisdsivut ovat itseopiskelumateriaalia niille, jotka kaipaavat
haasteita ja haluavat laajentaa matematiikan osaamistaan lukio-oppimé&érin ulko-
puolelle. Lisdsivuihin on valittu aihepiirejd, joita lukiossa ei yleensd kohtaa, mutta
joihin matematiikasta innostuneen voisi olla kiintoisaa ja palkitsevaa tutustua.

Materiaali sisdltdd lyhyet teoriaosiot ja runsaasti harjoitustehtivid, joihin on kat-
tavat vihjeet ja useimpiin toiset vihjeet. Tehtdvid on syyta yrittdd aina ensin itse,
mutta vihjeet ja toiset vihjeet on tarkoitettu kédytettaviksi. Monet tehtdvistd ovat
huomattavan vaikeita, eikd kannata huolestua, jos osa niist4 jdd ratkaisematta.

Téssd lisdsivujen neljdnnessa osassa késittelemme analyyttistd ja hieman klassis-
takin geometriaa eri ulottuvuuksissa. Tutustumme neliulotteiseen avaruuteen ja
korkeampiin ulottuvuuksiin luvuissa 1 ja 2, ja sovellamme néitd tekniikoita lu-
vussa 3, joka kisittelee Cauchyn-Schwarzin epdyhtéléd. Luvussa 4 késittelemme
summausmerkinnén X. Luvut 5 ja 6 esittelevit korrelaation ja RGB-virien avulla
avaruuksia, joissa koordinaatit eivit kuvaa paikkoja vaan esimerkiksi véreja. Lu-
vut 7 ja 8 puolestaan kattavat kartioleikkausten teorian perusteet ensin klassisen
geometrian ja sitten analyyttisen geometrian tyokaluin.

Haluamme kiittd4 kaikkia kollegoita ja opiskelijoita, jotka ovat antaneet kannusta-
vaa palautetta kirjan luonnoksista. Erityiset kiitokset kuuluvat vérien asiantuntija
Harald Arnkilille, joka antoi arvokkaita kommentteja lukuun 6, ja Anu Mékijarvelle,
joka oikoluki kidsikirjoituksen. Lisédksi Ville Tilvis haluaa kiittd4 perhettdin tuesta
ja huomattavasta pitkdmielisyydesti kirjaprojektin suhteen.

Kaikista virheistd, puutteista ja parannusehdotuksista toivotaan sahképostia osoit-
teeseen ville.tilvis (at) mayk.fi. Kirjan sihk6inen versio on saatavilla sivulla
www.lisasivut.fi.

Antoisia hetkid lisdsivujen parissa!

Helsingissd ja Vantaalla 12.6.2025

Ville Tilvis ja Valonsédde Vesalainen

Opettaja! Tehtdvien ratkaisut voi tilata osoitteesta ville.tilvis (at) mayk.fi
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1 Tilaulottuvuudet ja hyperkuutio

Elamme kolmiulotteisessa maailmassa, ja olemme harjaantuneet piirtdméaan kak-
siulotteisille pinnoille. Intuitiomme toimiikin taso- ja avaruusgeometriassa varsin
hyvin. Jos sen sijaan pohdiskelemme, miltd neliulotteinen maailma néyttdisi, hah-
motuskykymme horjuu pahasti.

Korkeammista ulottuvuuksista 16ytyy kaikenlaista mielenkiintoista ja hyodyllist4,
joten tarvitsemme tyOkaluja, joilla vajavaista hahmotuskykyamme voisi tukea.
Analyyttinen geometria on tihédn luonteva ty6kalu, silld koordinaatiston avulla
geometria palautuu luvuiksi, ja lukujen kanssa olemme népparid. Téhén lahesty-
mistapaan sukelletaan luvussa 2.

Téssd luvussa yritdimme rakentaa intuitiivista kdsitystd neljannestd ulottuvuu-
desta. Etenemme ilman kunnollisia méaritelmid, joten esitetyt péattelyt eivét ole
matemaattisen tdsmallistd. Aloitamme analogialla: jos ymmarrdmme, miltd kol-
miulotteinen maailma néyttdd kahdesta ulottuvuudesta késin, voimme yleistda
ndmi ajatukset koskemaan siirtymaé kolmesta ulottuvuudesta neljaan.

Kaksiulotteiset maailmat

Edwin Abbott Abbott julkaisi vuonna 1884 klassikkoteoksen Tasomaa [1], joka
kuvaa janojen, monikulmioiden ja ympyroiden elaméaa tiukan kaksiulotteisessa
maailmassa. Kirjan pddhenkil6 A. Nelio kohtaa Tasomaan ulkopuolelta saapuvan
kolmiulotteisen Pallon, jonka herra Nelio nédkee tyhjédstd ilmestyvind ympyrédna,
joka vuoroin kasvaa ja kutistuu Pallon liikkuessa tasomaan l&pi.

Hiemankin tasomaan ulkopuolella pysytellessddn Pallo on Tasomaan kahteen
ulottuvuuteen sidotuille asukeille ndkymaton.

Herra Nelion on vaikea ymmartad, kun Pallo kertoo voivansa tulla sisddn kaksiulot-
teiseen taloon kulkematta sen seinien l4pi ja ndkevinsé talon kaikki huoneet yhta
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aikaa kolmannesta ulottuvuudesta késin. Pallolle esineiden poimiminen lukitusta
kaapista on vaivatonta ja herra Neliolle kauhistus.

Pallo johdattaa Nelion kolmen ulottuvuuden saloihin ("yl6s, vaan ei pohjoiseen!”),
mutta kun Neli6 alkaa pohtia vield korkeampien ulottuvuuksien olemassaoloa, on
Pallon vuoro olla ymmalldédn ja lopulta suuttua: tokihan kolme ulottuvuutta on
kaikki, mitd on, tai edes voi olla!

Jos neljis tilaulottuvuus todella olisi olemassa, oma kolmiulotteinen maailmam-
me olisi sen rinnalla yht4 alkeellinen ja suojaton kuin Tasomaa sitd avaruudesta
tarkkailevalle Pallolle. Samalla tavalla kuin Pallo nédkee herra Nelion koko sisé-
osan, olisi meiddn kehojemme, kaupunkiemme ja planeettamme jokainen atomi
ndhtdvissa siististi vierekkdin ja yhté aikaa neliulotteisesta avaruudesta késin.

Tasomaa on innoittanut lukuisia jatko-osia, joista erityisen hyvid ovat (valitetta-
vasti suomentamattomat) Flatterland [47] ja The Planiverse [9].

Sata vuotta Tasomaan julkaisun jilkeen ilmestynyt The Planiverse kertoo fysikaa-
lisesti uskottavasta kaksiulotteisesta maailmasta Ardesta, jossa kiekkomaisella
planeetalla asuu kaksiulotteisia, nelikatisid otuksia.

Kirjoittaja A. K. Dewdney on koonnut lukuisten vapaaehtoisten ehdotuksista bio-
logiaa ja teknologiaa myéten toimivan maailman, jonka kaksiulotteinen logiikka
yllattdd yhd uudestaan epdintuitiivisuudellaan. Esimerkiksi solmut ovat mahdot-
tomia, kahden kaupungin vélinen tie peittd4 alleen kaiken viljelysmaan ja kahden
Arden asukin on mahdollista ohittaa toisensa vain kiipedmalla.

Yksityiskohtana todettakoon, ettd Arden muinaisissa taisteluissa kaksikahvaiset
keih&dit toimivat myos erinomaisesti suojaavina kilpina.
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Kolmesta ulottuvuudesta neljidin: hyperkuutio

Ennen korkeampiulotteisiin avaruuksiin sukeltamista todettakoon, ettd mahdolli-
nen neljds tilaulottuvuus on fysiikan osalta puhtaasti spekulaation puolella. Teo-
reettisessa fysiikassa on kylld rakennettu lukuisia malleja, joissa tilaulottuvuuksia
on yli kolme (kuten vaikkapa 10, 11 tai 26 ulottuvuutta), mutta ainakaan kirjoi-
tushetkelli ei ole kokeellisia todisteita siitd, ettd mikdan niistd malleista kuvaisi
todellisuutta.

Toisaalta moniulotteista matematiikkaa kéytetddn fysiikassa erittdin paljon, ja
hyvin menestyksekkadsti. Esimerkiksi Einsteinin yleinen suhteellisuusteoria kasit-
telee neliulotteista aika-avaruutta, jossa neljds ulottuvuus on aika.

Voimme kuitenkin vallan mainiosti pohtia neljia tilaulottuvuutta puhtaan mate-
maattisesti. Tarkastelemme nyt neliulotteista kuutiota eli hyperkuutiota eli tesse-
raktia. Etenemme intuition varassa alemmista ulottuvuuksista kohti korkeampia.

Piste on esimerkki nollaulotteisesta objektista: silld ei ole kokoa. Jos taas kdytossa
on yksi tilaulottuvuus, piste voi siirtya sitd pitkin, jolloin alkuperéisen ja lopullisen
sijainnin vélille muodostuu jana.

Jos tdmad jana liikkuu pituutensa verran uuteen, edellisti liikettd vastaan kohtisuo-
raan suuntaan, se piirtda mennessain kaksiulotteisen nelion.

Jos nelion annetaan liikkua sivunsa pituuden verran kahta aikaisempaa suuntaa
vastaan kohtisuoraan suuntaan, muodostuu kuutio. Jokainen nelién sivu piir-
td4 mennessddn uuden nelion, jotka alku- ja loppunelion kanssa muodostavat
kuutiota rajoittavat kuusi kaksiulotteista tahkoa.

L/

L

Koska kuutio on tdssi piirretty kaksiulotteiselle alustalle, jotkin nelion muotoisista
tahkoista ndkyvit vdadristyneina suunnikkaiksi.
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Hahmotamme vaivatta, millaisia kolmiulotteisia kappaleita edelliset kaksiulottei-
set piirrokset kuvaavat, silld aivomme ovat sopeutuneet kolmiulotteiseen maail-
maan. Kaksiulotteiselle tarkkailijalle (kuten herra Neli6lle) kuvamme kuutiosta
néyttiytyisi sekamelskana, jossa kuution sivut leikkaavat toisiaan.

Kuution voisi piirtdd myd6s hieman eri perspektiivissi, jolloin sen hahmottaminen
saattaisi olla helpompaa herra Neliolle. Selitys voisi kuulua "Nelitn liikkuessa
kolmanteen ulottuvuuteen neli6 etddntyy alkuperdisestd tasosta ja ndyttaa siksi
pienenevén. Nelio piirtdd kuution liikkuessaan tasoaan vastaan kohtisuoraan
suuntaan sdrménsi pituuden verran.”

N 4

/ N A

Vastaava analogia voi auttaa neljannen ulottuvuuden hahmottamisessa. Liiku-
tetaan kuutiota sivunsa verran uuteen suuntaan, joka on kohtisuorassa kaikkia
kolmea aiempaa liikesuuntaa vastaan. Kuution taytyy siirtyd pois kolmiulottei-
sesta avaruudesta, ja etddntyessddn se piirtdd neliulotteiseen hyperavaruuteen
hyperkuution eli tesseraktin, joka on hahmoteltu seuraavassa kuvassa.

\
N

n (s\
\

Jokainen kuution kuudesta sivutahkosta piirtid mennessddn uuden kuution, jotka
alku- ja loppukuution kanssa muodostavat hyperkuution kolmiulotteisen pinnan.
Kaikki kahdeksan kuutiota on vuorollaan korostettu seuraavissa kuvissa. Neliu-
lotteisen kuvion kuvaaminen kolmiulotteisesti valitettavasti vadristdd kuutioita
huomattavasti.




LUKU 1. TILAULOTTUVUUDET JA HYPERKUUTIO

Edell4 piirtaimamme kuvat ovat oikeastaan kolmi- ja neliulotteisten kappaleiden
projektioita kahteen ulottuvuuteen. Projektion voi hahmottaa varjona, jonka kap-
pale jittad paperille ollessaan valonldhteen edessd. Projektion muoto riippuu
voimakkaasti siitd, missd asennossa kuutio tai hyperkuutio on.

SOy O m
DEGREG Q&
BHOBREEORL LT
AL EmMBEHEH B
S HHODEBYE R

Hyperkuution projektioita

Visualisoidaan hyperkuutiota vield yhdelld tavalla: jos kuution tahkot leikkaa irti
toisistaan sopivista kohdista, kuution kaksiulotteisen pinnan kuusi neliéta voi
taivuttaa samaan tasoon esimerkiksi seuraavalla tavalla:

Vastaavasti hyperkuution kolmiulotteinen pinta koostuu kahdeksasta kuutiosta,
jotka voi taitella auki samaan kolmiulotteiseen avaruuteen. Taittelusta tekee hie-
man epdintuitiivista se seikka, ettd kuutioiden kdintyessad niiden naapurikuution
kanssa jakama tahko pysyy paikoillaan. Vastaavasti Tasomaan asukille olisi vai-
keaa hahmottaa, miten kaksi toisissaan kiinni olevaa neliétd voisi kddntyd ilman
ettd niiden sivut irtoavat toisistaan.

10
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Korkeammat ulottuvuaudet

Mikéddn ei tietysti estd laajentamasta tarkastelua viisiulotteisiin hyperavaruuksiin
tai sitd vield korkeampiin ulottuvuuksiin, ja sieltd 16ytyykin paljon mielenkiin-
toista matematiikkaa. Korkeampien ulottuvuuksien kohdalla kuvat valitettavasti
uhkaavat kdyda sekaviksi. Alla on kaavio viisiulotteisesta hyperkuutiosta.

11
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Harjoitustehtivii

Tehtivi 1. Tarkastellaan The Planiverse -kirjan hengessi kaksiulotteista maail-
maa, jota kaksiulotteiset olennot asuttavat. Tdssd on mallikuva kaksiulotteisesta
koirasta. Mitd ongelmia piirrokseen liittyy? Mitd muutoksia koiran anatomiaan
voisi tehd4, jotta se pérjdisi paremmin 2D-maailmassa?

Vihje s. 96 — ( Toinen vihje s. 115 —>)

Tehtédvad 2. a) Nelion reuna koostuu neljdsté yksiulotteisesta janasta, ja ndiden
janojen padtepisteet ovat nelion nelji kirked. Vastaavasti kuution pintaan kuuluu
neli6itd, niiden vélisid janoja sekd karkipisteitd. Tdydennd seuraava taulukko
laskemalla eriulotteisten kuutioiden osien lukumaéérét. Kuvasta laskemisen lisdksi
voit hyddyntdd lukujen muodostamia sidnnénmukaisuuksia. Osaatko perustella
ne?

Kappale Karkia Janoja Nelioitd Kuutioita Hyperkuutioita
0D: Piste 1 0 0 0 0

1D: Jana 2 1 0 0 0

2D: Nelio 4 4 1 0 0

3D: Kuutio

4D: Hyperkuutio

b) Laske kullekin riville luku KARJET — JANAT + NELIOT — KUUTIOT + HYPERKUUTIOT.
Mitd huomaat?

Vihje s. 96 — ( Toinen vihje s. 115 —>]

12
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Tehtédvid 3. Kun nelidn sivu on 1, sen ldvistdjian pituudeksi saadaan laskettua
Pythagoraan lauseella v/2.

vz 1

a) Perustele Pythagoraan lauseen avulla, ettd kuution vastakkaisten nurkkien
vélinen avaruuslévistiji on pituudeltaan /3, kun kuution sarmén pituus on 1.
Avaruuslavistdjd voidaan médaritelld janaksi, joka yhdistéda kaksi sellaista kuution
karkipistettd, jotka eivdt kuulu samaan sivutahkoon.

b) Hyperkuution "hyperavaruuslédvistdja” on jana, joka yhdistda kaksi hyperkuu-
tion pistettd, jotka eivdt kuulu samaan reunakuutioon. Esimerkiksi seuraavassa
kuvassa jana AE on hyperavaruuslavistdjad. Laske sen pituus, kun hyperkuution
sdarmén pituus on 1.

y
/1 1

¢) Olkoon n > 2 kokonaisluku. Miten tulos yleistyy n-ulotteiselle hyperkuutiolle?

Vihje s. 96 — ( Toinen vihje s. 115 —>)

Tehtédvd 4. Téssd tehtdvéssd tarkastellaan hyperpalloja.

a) Nelion, jonka sivu on 2, sisdlle on pakattu nelja ympyréi, joiden halkaisijat
ovat pituuksiltaan 1. Ympyrit sivuavat nelion sivuja ja viereisid ympyroita. Nelion
keskelle voidaan piirtad vield viides ympyr4, joka sivuaa ulkoisesti neljaid muuta.
Miké on tdmén viidennen ympyran halkaisija?

13
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b) Yleistetddn edellistd: Kuution sdrma on 2, ja kuution sisille on pakattu kahdek-
san palloa, joiden halkaisijat ovat kukin 1. Kuution jokaisen kérjen vieressi on
siis pallo, joka sivuaa kérjen viereisid tahkoja ja naapuripalloja. Lisdtdédn vield yksi
pallo, jonka keskipiste on kuution keskipiste ja joka sivuaa kaikkia muita palloja
ulkoisesti. Miké on sen halkaisija?

c) Tutkitaan neliulotteista hyperkuutiota, jonka sdrmé on 2. Sen sisdin pakataan
hyperpalloja, joiden halkaisijat ovat pituuksiltaan 1. (Hyperpallo koostuu pisteist3,
jotka ovat vakioetdisyydelld sen keskipisteestd.) Palloja on yhtd monta kuin hyper-
kuution kirkid ja ne kaikki sivuavat hyperkuution pintaa ja naapuripalloja. Kuinka
suuri on hyperkuution keskell4 oleva pallo, joka sivuaa ulkoisesti kaikkia muita
palloja?

d) Olkoon n > 2 kokonaisluku. Yleistd tulos koskemaan n-ulotteisia hyperpalloja,
jotka on pakattu n-ulotteiseen hyperkuutioon, jonka sdrma on 2. Mita yllattavaa
tapahtuu keskimmadisen pallon halkaisijalle tapauksissa n =5, n=9ja n=10?

Vihje s. 97 — ( Toinen vihje s. 116 —>)

Tehtédvid 5. Neliulotteinen ristinolla. Ristinolla on perinteikis peli, jossa kaksi
pelaajaa tayttdd vuorollaan ruudukkoon toinen ristejd, toinen nollia. Voittaja on
se, joka saa muodostettua omista merkeistdin sovitun mittaisen suoran pystyyn,
vaakaan tai vinoon. Paljon pelattu versio on yksinkertainen 3 x 3-ruudukko. Risti-
nollaa voi pelata myos kolmessa ulottuvuudessa, esimerkiksi 4 x 4 x 4-kuutiossa.
Téll6in tavoitteena on muodostaa 4 merkin suora pystyyn, vaakaan, vinoon tai
kuution avaruuslavistédjda pitkin. Pelilauta on helpointa piirtd4 kerroksittain.

Neliulotteista ristinollaa voi pelata 4 x 4 x 4 x 4-hyperkuutiossa. Hahmottamisen
helpottamiseksi pelilaudan voi piirtda neljana 4 x 4 x 4-kuutiona tai kuutenatoista
4 x 4-neliond. Seuraavassa kuvassa on esimerkki téllaisesta pelilaudasta.

14
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Voittava neljan suora voi kulkea esimerkiksi yhdessd suunnassa (symbolit X, O,
% ja ®), nelion lavistdjdi pitkin (& ja #), kuution avaruuslavistédjaa pitkin (©) tai
hyperkuution "hyperavaruuslavistdjdi” pitkin (> ja H).

& . (] Q
* * * *
X .
&% [] Q
O|0|0|0 X
X
* .
)
) | ¢ Vi
)
L [ [
(] Q

Ensimmadinen tehtdvéd: Pelaa 3D-ristinollaa ja sitten 4D-ristinollaa jonkun kanssa.
Yritd hahmottaa erityyppiset voittorivit.

Toinen tehtdva: Seuraavassa pelissd on ristin siirtovuoro, ja tarjolla on nopea voitto.
Mika on voittosiirto?

O X (8] X
[) ] [e)
x X
i =)
X X (0] X
[}
[s] x
X

Neliulotteiseen ristinollaan palataan vield tehtdvissa 8.

Vihje s. 97 — ( Toinen vihje s. 116 —>]

15



2 Korkeampiulotteinen koordinaatisto ja
vektorit

Edellisessd luvussa harrastettu hieman epdmuodollinen péittely saattoi jattaa
huolen siitd, olikohan intuitiomme korkeampien ulottuvuuksien suhteen sitten-
kddn oikeassa. Tasmallisyyden ja helppouden vuoksi onkin viisasta ottaa nyt
kayttoon koordinaatisto.

Tuttuun tapaan voimme merkitd yhdelld reaaliluvulla pisteen sijaintia suoralla, jar-
jestetylld reaalilukuparilla (x, y) sijaintia tasossa, ja kolmella reaalikoordinaatilla
(x, ¥, z) sijaintia kolmiulotteisessa avaruudessa. Taysin vastaavasti neliulotteis-
ta avaruutta voidaan kuvata reaalilukunelikolla (x,y,z,w). Merkitsemme tdssa
luvussa ulottuvuuksien méaaraa positiivisella kokonaisluvulla 7.

y
0,1) (1,1
° ° X
0 1
X
0,0 (1,0
z
z
(0,0’1) (OVOJ 110)
(1,0,1) ©0,1,1) (1,0,1,0)
0,0,0,1) [ ™ w
N
1,0,0) (0,1,0) / y
X y (1,0,0,0) \
(1,1,0 X (0,0,0,0)
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LUKU 2. KORKEAMPIULOTTEINEN KOORDINAATISTO JA VEKTORIT

Avaruuden mairitelma koordinaattien avulla

Voimme miédéritelld n-ulotteisen euklidisen avaruuden R” pisteet reaalikoordinaat-
tien listoina (xl, X2, X3y «nr) xn). Esimerkiksi kuusiulotteisesta avaruudesta 16ytyy
piste (3, -2, 7, /7,0, 10'%).

Pisteiden lisdksi avaruutemme tarvitsee vield madritelmin etdisyydelle ja kulmalle.

Kaksiulotteisessa koordinaatistossa etdisyyksid lasketaan perinteisesti Pythago-
raan lauseella: Mikdli pisteiden A ja B x-koordinaattien erotus on Ax ja y-koordi-

naattien erotus Ay, pisteiden etéisyydeksi saadaan d = \/ (Ax)” + (Ay)°.

Esimerkiksi pisteille A= (1,2) ja B = (4,3) péatee
Ax=4-1=3 ja Ay=3-2=1,

joten pisteiden etédisyydeksi saadaan dap = V32 + 12 = V/10.

Kolmessa ulottuvuudessa kahden pisteen viliseksi etdisyydeksi saadaan tehtidvian
3 paittelylla

d =1/ (Ax) + (ay)* + (A2)2.

On siis luontevaa ottaa kahden pisteen etdisyyden madritelméksi n-ulotteisessa
avaruudessa

d= \/(Axl)2 +(Ax2)? +...+ (Axy)°,

missd kukin Ax; on tutkittavien pisteiden x;-koordinaattien erotus. Esimerkiksi
neliulotteisen avaruuden pisteiden A =(1,2,3,4) ja B = (4,0, —1,2) vidlinen etdisyys
on

a=\J0- 4P+ 207 + (- 1 + (4-2 = VBT + Z A B2 = V.

Ennen kulmien méarittelemista on syytd puhua hieman vektoreista.
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LUKU 2. KORKEAMPIULOTTEINEN KOORDINAATISTO JA VEKTORIT

Vektorit

Sanaa vektori kdytetddn eri tieteenaloilla eri merkityksisséd, ja matematiikan si-
sdllakin vakiintuneita merkityksid on useita. Tdssd yhteydessd madrittelemme
vektorin itse asiassa tdsmélleen samalla tavalla kuin avaruuden pisteen: vektori on
lista reaalilukukoordinaatteja. Esimerkiksi koordinaattipari (3, 1) tarkoittaa seka
tason pistettd A = (3,1) ettd origosta kyseiseen pisteeseen kulkevaa nuolta, jolloin
puhumme vektorista a = (3,1).

Vektorin pituus maéritellddn kyseista vektoria vastaavan pisteen etdisyydeksi ori-
gosta, eli esimerkiksi vektorin a = (3, 1) pituus olisi

|a| = v32+12=v10~3,16.

Maidrittelemme, ettd vektorien yhteenlasku ja vakiolla kertominen tehddin koor-
dinaateittain; esimerkiksi tason vektoreille

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) ja k-(a,b) =(ka, kD),
missd a, b, ¢, d ja k ovat reaalilukuja.

Ilmaisulla "pisteesti B pisteeseen C kulkeva vektori BC ” tarkoitamme pisteiden
C ja B erotusta. Esimerkiksi pisteiden B = (1,2) ja C = (4, 3) vdlinen vektori on

BC=(4,3)-(1,2)=(4-1,3-2)=3,1)=4a.

Y
4,3)
1 a
1,2) ﬁ
_A a = (3» 1)
J
— t t t X
i

Muita tapoja merkitd samaa vektoria olisivat esimerkiksi

a=3i+j tai a= ? tai a=(3,1).
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LUKU 2. KORKEAMPIULOTTEINEN KOORDINAATISTO JA VEKTORIT

Pistetulo ja kulma 7 ulottuvuudessa

Kahden n-ulotteisen reaalisen vektorin @ = (ay, az, ..., a,) ja b= (b1, b, ..., by)
pistetulo a- b madritellddn reaaliluvuksi

a-b= a1b1+a2b2+...+anbn.

Esimerkiksi vektorien @ = (3,1) ja b = (5, —2) pistetulo on

a-b=3-5+1-(-2)=15-2=13.

Talld tavoin médritelty pistetulo antaa luontevan tavan maéritelld vektorien vali-
sen kulman 7 ulottuvuudessa. Todetaan ensimmaiseksi, ettd vektorin pistetulo
itsensd kanssa on sama kuin kyseisen vektorin pituuden nelio:

— — —12
G-a=a\a+axay+...+ apan = a + a; +...+ a5 =[al".

Tarkastellaan nyt n-ulotteisessa avaruudessa (missi n > 2) sijaitsevaa kolmio-
ta OAB ja merkitiin OA = @ sekdi OB = b. Kolmion kolmas sivu on AB = b - .
Avaruuden ulottuvuuksien méardsté riippumatta tdiméa kolmio on kuitenkin kak-
siulotteinen, joten sen olisi syytd toteuttaa kosinilause

c=a®+b*- 2abcosy,

missd a, b ja ¢ ovat kolmion sivut ja y sivujen a ja b vdlinen kulma.

B

Tarkastellussa kolmiossa kosinilauseen yhtdlo saa muodon

|I_7—E|2 = ’E|2 + |E|2 -2|a| |E| cosY,
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LUKU 2. KORKEAMPIULOTTEINEN KOORDINAATISTO JA VEKTORIT

missi y on vektorien @ ja b vilinen kulma. Yhtilon oikeaa puolta voi sieventi
mukavasti kirjoittamalla pituuden pistetulon avulla:

|b-a|* = (b-a)-(b-@) = b-b-b-a-a-b+a-a = |a +|b|"-2a-D.
Kun tdma viimeinen lauseke sijoitetaan kosinilauseen yhtidlén vasemmalle puolel-
le, saadaan B _ B _
|a|® + |b|* - 2a-b=[a|* + |b|* - 2|a| || cosy.
Téstd voidaan eliminoida termit |E|2 ja |l_9|2 sekd jakaa puolittain tekijilla -2,
jolloin saadaan pistetulolle kaava
a-b= |ﬁ| |E| cosYy.

Tama kaava on hyvéksyttdvi, jos haluamme tasogeometrian perusteista seuraa-
van kosinilauseen olevan voimassa myds n-ulotteiseen avaruuteen sijoitetuilla
kolmioilla. Luonteva, klassisen geometrian kanssa yhteensopiva méaéaritelma vek-
torien véliselle kulmalle y on siis

oSy = ﬂ eli y—cos_l( ab )
[al[p]’ [al[p|

Nyt meilld on kasassa tarvittavat mééritelmét n-ulotteiselle avaruudelle: avaruus
koostuu pisteistd, joiden koordinaatit ovat reaalilukuja, etdisyys médritellddn n-
ulotteisen Pythagoraan lauseen kaavalla ja kulmat pistetulon avulla kuten edelld
on esitetty.

Esimerkki

Lasketaan kuution kahden avaruusldvistdjan vilinen kulma vektorien avulla. Sijoi-
tetaan kuution yksi kérki kolmiulotteisen koordinaatiston origoon ja tésté kérjesta
lahtevit kolme sdrméi positiivisille koordinaattiakseleille. Koska kysytty kulma on
mittakaavasta riippumaton, voidaan kuution sdrmén pituudeksi valita 1.

z
0,0,1) \
(1)0)1) \ ,Y
y
(0,1,0)
. (1,1,0
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LUKU 2. KORKEAMPIULOTTEINEN KOORDINAATISTO JA VEKTORIT

Olkoon pisteesté (0,1,0) pisteeseen (1,0, 1) kulkeva avaruusldvistdjd a ja pisteestéd
(1,1,0) pisteeseen (0,0, 1) kulkeva avaruusldvistdjad b. Saadaan

az(lyorl)_(oylro)z(]-)_lv]-) ja
E: (0,0, 1) - (]-)]-70) = (_]-r_]-, 1)

Vektorien pistetulo on
a-b=1-(-D+(-1)-(-D+1-1=1

ja kummankin vektorin pituus on v 12 + 12 + 12 = /3. Kysytty kulma on vektorien
aja bvilinen kulma v, jolle pitee

ab __ 1 _1 li —cos_l(l)—70528 ° ~70,5°
la||p] v3-v3 3’ erors 3) T T

Nailld tekniikoilla vastaava lasku ei ole oleellisesti mutkikkaampi neljassdkdian
ulottuvuudessa (tehtdva 7).

cosy =
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LUKU 2. KORKEAMPIULOTTEINEN KOORDINAATISTO JA VEKTORIT

Harjoitustehtivii

Tehtivid 6. Tarkastellaan neliulotteista hyperkuutiota, jonka 16 kdrked sijaitsevat
pisteissd (x, y, z, w), missd kukin luvuista x, y, z ja w on joko 0 tai 1. Kahden
kérkipisteen vélinen jana on hyperavaruuslévistdijd, jos pisteilld ei ole yhtddn
samaa koordinaattia, kuten pisteilld (0,0,0,0) ja (1,1,1, 1), tai pisteilld (1,1, 0,0) ja
(0,0,1,1). Kuinka monta hyperavaruuslédvistdjad neliulotteisella hyperkuutiolla
on?

Vihje s. 97 — ( Toinen vihje s. 116 —>)

Tehtdvad 7. Tutkitaan samaa hyperkuutiota kuin tehtdvassa 6. Millaista muo-
toa ovat tdmén hyperkuution hyperavaruuslévistdjid kuvaavat vektorit? Kuinka
suuressa kulmassa hyperavaruuslavistijit leikkaavat?

Tdhan tehtdvédn sisdltyy pieni ylldtys, josta enemman toisessa vihjeessa.

Vihje s. 97 — ( Toinen vihje s. 117 —>]

Tehtdva 8. Tehtdvidssd 5 esiteltiin neliulotteinen ristinolla. Kuinka monta eri
voittorivid siind on olemassa?

Pelilaudan ruutuja voidaan merkiti koordinaatteina (x, y, z, w), missd kukin koor-
dinaateista on joko 1, 2, 3 tai 4. Ylld kuvatussa pelin visualisoinnissa vaikkapa x- ja
y- koordinaatit kertovat sijainnin yksittdisessd ruudukossa ja z ja w puolestaan,
mikd 4 x 4-ruudukko on kyseessa.

Vihje s. 98 — ( Toinen vihje s. 117 —>]
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3 Cauchyn-Schwarzin epdyhtalo

Tarkastelkaamme kahta tason vektoria @ = (a1,a2) ja b = (by,b), missi siis a;, az,
b1, b» € R. Koska

a-b= |E| . |b| cosa,
missd a on vektoreiden a ja b vilinen kulma, ja koska |cos a| < 1, voimme todeta,
ettd

|@-b|<[al-|b]-

Ql
Sl

Toisaalta pistetulon voi kirjoittaa mukavasti koordinaattien avulla, joten tdmén
epayhtdlon voi myos kirjoittaa muodossa

|a1b1+a2b2|<\/af+a§-\/bf+b§.

Osoittautuu, ettd tdima yleistyy useampiulotteisille vektoreille. Valitettavasti sama
todistus ei sellaisenaan kelpaa ilman vektoreiden vilisen kulman kisitetta kor-
keammissa ulottuvuuksissa sekd sen yhteyttd pistetuloon. Itse asiassa vektoreiden
vilinen kulma onkin helpompi méiritelld todistamalla ensin Cauchyn-Schwarzin
epdyhtild, joka esitellddn alla, minka jilkeen nollavektorista poikkeavien vektorei-
den @ja b vilinen kulma a € [0,7] voidaan méritelld nippéristi vaatimuksella

kuten olemme jo luvussa 2 tehneetkin.

Joka tapauksessa, arvio |@-b| < [a| -|b|, joka pitee n-ulotteisen euklidisen ava-
ruuden R” vektoreille mille tahansa positiiviselle kokonaisluvulle 7, tunnetaan
Cauchyn-Schwarzin epayhtdlona. Cauchy todisti tuloksen ensimmaisend eukli-
disen avaruuden R” vektoreille, kun 7 on positiivinen kokonaisluku, ja Schwarz
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LUKU 3. CAUCHYN-SCHWARZIN EPAYHTALO

esitti tulokselle ensimmadisen todistuksen, joka yleistyy kaikille niin kutsutuille
sisdtuloille, joita esiintyy matematiikassa monenlaisia, vaikka emme néihin yleis-
tyksiin nyt tdssd syvennykddn. Todistamme tdssd epayhtédlon oleellisesti ottaen
Schwarzin ldhestymistavalla.

Cauchyn-Schwarzin epiyhtilé. Olkoonne Z., ja olkoot

a= (dl,dz,...,an),z= (bl,bg,...,bn) ERn.
Tdlloin _ B
|a- b <[al-|p|,

eli

|a1b1+a2b2+...+anbn|<\/af+a§+...+a§l-\/bf+b§+...+b$l.

Todistus. Ensinnékin, jos @=0=(0,0,...,0), niin silloin todistettavan epéyhti-
16n kumpikin puoli hdvid4, eli on nolla, ja epayhtilo pitdd kuin pitdédkin paikkansa.
Siten voimme olettaa, etti @ # 0.

Olkoon x mielivaltainen reaaliluku, ja tarkastelkaamme lauseketta
p(x)=(ax+b)-(ax+b).
Toisaalta tietenkin
p(x)=(ax+Db)-(@x+b)=[ax+b|>>o.
Toisaalta
p(x)=(@x+b)-(ax+b)

=(a-a)x*+2(a-b)x+b-b

= |ﬁ|2x2 +2 (E-E] X+ |E|2,
eli p(x) on muuttujan x suhteen toisen asteen reaalikertoiminen polynomi! Koska

p(x) saa vain epdnegatiivisia arvoja, on sen diskriminantin oltava enintdin nolla,
joten
—\2 —
(2(@-B)) - 4lal* |pI* <o.
Uudelleenjérjestden termejd hieman ja jakamalla puolittain neljdlld saamme siis
epayhtdlon
_ =2 =2
@B <([al-[p]) -
Téssd [a@-b| > 0ja |a|-|b| > 0, joten voimme ottaa puolittain neligjuuret. Ndin
voimme péitelld, ettd _ _
@b <[a]-[b].

24
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Yhtidsuuruus Cauchyn-Schwarzin epéayhtilossa

Kuten olemme jo Pitkdn matematiikan lisdsivujen toisen osan [49] aritmeettis-
geometrisen epayhtédlon tarkasteluissamme todenneet, epayhtilolle on hyodyllis-
td tuntea, milloin siind vallitsee yhtdsuuruus. Talloin silld nimittdin voi toisinaan
ratkaista optimointiongelmia. Cauchyn-Schwarzin epdyhtdlon yhtadsuuruuseh-
don muotoilua varten kertaamme pikaisesti vektoreiden yhdensuuntaisuuden ja
samansuuntaisuuden késitteet.

Olkoi)n neZ,,jaolkoot E,E € R". Ensinndkin, jos @ = 0, niin silloin sovi_mme, ettd
aja b ovat sekd yhdensuuntaisia ettd samansuuntaisia, elia || bjaa 11 b.

Jos sen sijaan a # 0, niin silloin @ || b _tésméilleen silloin, kun E_: xa jollakin
reaaliluvulla x. Samassa hengessd a 1 b tdsmélleen silloin, kun b = xa jollakin
epdnegatiivisella reaaliluvulla x.

Yhtédsuuruusehto Cauchyn-Schwarzin epdyhtildlle. Olkoon n € R, ja olkoot
a,b e R". Talloin epayhtdlossa

@l [b| > [a-b|
vallitsee yhtdsuuruus tismilleen silloin, kun @ || b, ja epéyhtilossi
@l-[5|>a-5

vallitsee yhtdsuuruus tdsmaélleen silloin, kun a {1 b.

Todistus. Jos @ =0, niin silloin sekd |@|- |b| =0 = [a- b| ettd @ || b, joten oletta-
kaamme, ettd a # 0.

Yl annetussa epayhtélon |a|-|b| > [@- b| todistuksessa viimeisella rivilld vallitsee
yhtdsuuruus jos ja vain jos todistuksessa tarkasteltu diskriminantti hdvida, eli jos
ja vain jos |ﬁx + E|2 = 0 jollakin reaaliluvulla x. Tdma on yhtdpitdvad sen kanssa,
ettd @x = —b, jollakin reaaliluvulla x, miki puolestaan on yhtipitivii sen kanssa,
ettda | b. Niin on ensimmiinen yhtdsuuruusehto todistettu.

Toisen yhtdsuuruusehdon todistamista varten toteamme, ettd arvioissa
|a|-|b|>|a-b|>a-b

vallitsevat yhtdsuuruudet jos ja vain jos a || bjaa-b>0.Jos a =0, niin silloin
yhtdsuuruudet vallitsevat ja a I1 b, joten olettakaamme jélleen, ettd a # 0. Tallsin
all b tarkoittaa sitd, ettd b = xa ajollakin reaaliluvulla x. Tall6in a- b=a-xa=x |a|
ja tdmd viimeinen lauseke on epdnegatiivinen jos ja vain jos x on epdnegatiivinen.
Siten ehdot @ || b ja @- b > 0 ovat yhdessi yhtipitivid sen kanssa, ettd @ 1] b, ja
olemme valmiit.
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Esimerkkeja
Cauchyn-Schwarzin epdyhtél6d voi soveltaa esimerkiksi téllaisiin todistuksiin

Kun a, b ja c ovat reaalilukuja, pétee

Lause.
a+b+c<V3Va?+b?+c2.

Todistus. Epdyhtdlon vasen puoli voidaan kirjoittaa muodossa 1-a+1-b+1-c, eli

(1,1,1) ja7 = (a, b, ¢) pistetulona. Cauchyn-Schwarzin epédyhtilén

vektorien u =
mukaan |ﬁ-?| < |ﬁ||?|,joten saadaan

la+b+c| <VI12+12412- Va2 + b2+ c2 = V3V a2+ b2 + c2.

Koska lisdksi itseisarvolle pitee a+ b+ ¢ < |a +b+ c|, alkuperdinen epayhtdlé on

tosi.
Lause. Olkoot a, b, c ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd
(a+b+c+d)f’ <(®+b+¢° +d3)(—+1+1+l
a b c¢ d)

Kéytetddn Cauchyn-Schwarzin epdyhtilon nelioon korotettua versiota
1 1 1 )

Todistus. K
(@) <|a|*|7|* vektoreille 7 = (a\/a,b\/E,c\/E,d\/ﬁ)jaﬁ (%’ Vo' Ve va)

Nyt nimittdin
Ve~ iava. —d_a+b+c+d

TT=ava ——+bVh ——+c
Va \/E Ve vd
u + c\/_ d\/32=a3+b3+03+d3, ja
[ = ava) + (ov5)
ST NP TSR
“\va Vb Ve vd) a b c d
Epadyhtilon (ﬁ'ﬂ)z < |ﬁ|2|?|2 nojalla pétee siis
3 (Ll 1
(a+b+c+d)’*<(a®+b° +c +d)(a+b+c+d )
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Harjoitustehtivii

Tehtdvd 9. Olkoot a, b ja c reaalilukuja. Osoita, ettd

ab+bc+ca< a®+b*+ .

Vihje s. 98 — ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtivd 10. Olkoot a, b ja c reaalilukuja. Osoita, ettd

(@ + 5%+ c3)° < (a+ b*+ 2) (a* + b* + c).

Vihje s. 99 — [ Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtdvd 11. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

a? b? c? >a+b+c

+ +
b+c c+a a+b~ 2

Vihje s. 99 — ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtidvd 12. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

a+b® b+t F+a?

+ + >a+b+c.
a+b b+c c+a

Vihje s. 99 — ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtédvid 13. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

(a+b+c)2§(613+b3+63)(l+1+1
a b c

Vihje s. 99 — [ Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtédvi 14. Olkoon n positiivinen kokonaislukuy, ja olkoot ay, ay, ..., a, positiivi-
sia reaalilukuja. Osoita, ettd

< (a+ax+...+ay)

1 1 1)
—t— 4.+ —.
a; a an

Vihje s. 99 — ( Toinen vihje s. 119 —>)
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Tehtdvid 15. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, olkoot a,, ay, ... ., a, reaalilukuja,
ja olkoot by, by, ..., by, positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd
2 2
4,9, +a_§ N (@ +as+...+a?
bl bz bn/ b1+b2+...+bn

Vihje s. 99 — [ Toinen vihje s. 119 —>)

Tehtivid 16. Olkoot x, y ja z epdnegatiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

xyz(x+y+z) <Py +y* 2P+ 22 x5

Vihje s. 100 — ( Toinen vihje s. 119 —>)

Tehtiivi 17. Olkoot x, y ja z positiivisia reaalilukuja, joille x* + y* + z* = 27. Osoita,
ettd

x+y+z<3\/?_).

Vihje s. 100 — ( Toinen vihje s. 119 —>)

Tehtédvid 18. Olkoot x, y ja z positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

VE+y+/y+z+/z+x<\/6(x+y+2).

Vihje s. 100 — ( Toinen vihje's. 119 — )

Tehtivid 19. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

o

a2+b2+cz>a+ +b
B2 2 a® ¢ b a

Vihje s. 100 — ( Toinen vihje's. 120 — )

Tehtivi 20. Olkoot a, b, c ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

1 1 4 16 64
= .
a b ¢ d a+b+c+d

Vihje s. 100 — ( Toinen vihje s. 120 —>)
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Tehtiva 21. Olkoon P(x) polynomi, jonka kertoimet ovat epdnegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd kaikille positiivisille reaaliluvuille x pitee

P(x)P( 1) > (P)°.

x
Vihje s. 100 — ( Toinen vihje's. 120 — )

Tehtivid 22. Olkoot a, b, x, y ja z positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

X ¥y z 3
+ + = .
ay+bz az+bx ax+by a+b

Vihje s. 101 — ( Toinen vihje s. 120 —>]

Tehtiiva 23. Terdvdkulmaisen kolmion piiri on 1, ja sen jokaiselle sivulle piirretddn
sddnnollinen viisikulmio oheisen kuvan mukaisesti. Millaiselle kolmiolle ndiden
viisikulmioiden alojen summa on mahdollisimman pieni?

Vihje s. 101 — ( Toinen vihje s. 121 —>)
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Tehtivi 24. Tarkastelemme kolmiota A ABC. Olkoon P jokin piste sen sisill3,
ja olkoon sen sisddnpiirretyn ympyran keskipiste I. Merkitsemme kolmion sivu-
jen pituuksia tavalliseen tapaan a = BC, b= CAja ¢ = AB. Pisteen P etdisyydet
sivuista BC, CA ja AB olkoot samassa jdrjestyksessa d, e ja f. Osoita, ettd lauseke

Q|

Ql
o

on pienimmilldén tdsmaélleen silloin, kun P =1, elikund =e = f.

Vihje s. 101 — ( Toinen vihje s. 121 —>)

Aritmeettis-kvadraattinen epéyhtilo

Olemme aiemmin timén teossarjan toisessa osassa [49] tavanneet kahden muut-
tujan aritmeettis-kvadraattisen epayhtdlon, joka sanoo, ettd reaaliluvuille a ja b
péitee

a’l+b®> _ a+b
P>

2 2
Tama yleistyy mukavasti useammalle muuttujalle.

Harjoitustehtévia

Tehtdvia 25. Olkoon n € Z,, jaolkoot ay, ay, ..., a, reaalilukuja. Todista aritmeet-
tis-kvadraattinen epdyhtdlo

\/af+a§+...+a% a+a+...+ay
2
n n
Cauchyn-Schwarzin epayhtélén avulla.

Vihje s. 101 — ( Toinen vihje s. 121 —>)

Tehtédvd 26. Milloin tehtdvin 25 aritmeettis-kvadraattisessa epayhtélossa vallitsee
yhtdsuuruus?

Vihje s. 101 — ( Toinen vihje s. 121 —>)
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LUKU 3. CAUCHYN-SCHWARZIN EPAYHTALO

Kolmioepiyhtilo vektoreille

Tunnetusti kahdelle reaaliluvulle a ja b pédtee kolmioepayhtdlo

la+ bl < lal+|bl.

Seuraava tehtivi yleistdd timin reaalisille vektoreille @, b € R” mille tahansa
positiiviselle kokonaisluvulle 7.

Kolmioepdyhtédlon nimen taustalla on saman niminen geometrian tulos: kolmios-
sa jokainen sivu on lyhyempi kuin kahden muun summa. Selitys télle on se, ettd
jos @ ja b eivit ole kumpikaan yhtd suuria kuin samanulotteinen nollavektori
0 € R", eivitki osoita samaan suuntaan eivitki vastakkaisiin suuntiin, niin silloin
vektoreiden 0, @ ja @ + b kiirjet ovat erdin kolmion kirjet, jonka sivujen pituudet
ovat juurikin |E|, |E| ja |E+E|:
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Harjoitustehtivid kolmioepédyhtilosti

Tehtdva 27. Olkoon n € Z,, ja olkoot
a=(ay,a,...,a,),b=(by,by,...,b,) € R".
Osoita kolmioepdyhtdlo vektoreille:
|a+b|<|a|+|b|,

li

[¢)

\/(a1+b1)2+...+(an+bn)2<\/a§+...+a§l+\/bf+...+b§l.

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 121 —>)

Tehtédvi 28. Olkoon n € Z,, ja olkoot a,b € R". Osoita, ettid kolmioepdyht&lossd
|E+ b| < |ﬁ| + |b| vallitsee yhtdsuuruus tdsmélleen silloin, kun a {1 b.

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 121 —>)

Tehtidvd 29. Olkoot x, y ja z epdnegatiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

(x+y+2z)V2< \/x2+y2+\/y2+z2+\/z2+x2.

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 122 —>]

Tehtivid 30. Olkoot x, y ja z reaalilukuja. Osoita, ettd jos x > 0, niin

\/y2+z2<x\/§+\/(y—x)2+(z—x)2.

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 122 —>)

Tehtivid 31. Olkoot x, y ja z positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettéd

1 1 1
2 2 2 _ _
2V3<\/x2+y2+2 +“x2+y2+z2'

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 122 —>]
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LUKU 3. CAUCHYN-SCHWARZIN EPAYHTALO

Nesbittin epdyhtilo ja Shapiron ongelma

Seuraava kaunis pieni epayhtél6 on todellinen klassikko.

Nesbittin epdyhtidlo. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Téll6in

a b c 3
+ + = -
b+c c+a a+b” 2

Todistus. Cauchyn-Schwarzin epayhtdlon ja tehtdvan 9 tuloksen nojalla

b+c c+a

2
> (\/L ~\/a(b+c)+\/i Vbc+a)+y| — -\/c(a+b))
b+c c+a a+b

= (a+b+c)2=a2+b2+62+2(ab+bc+ca) >3(ab+ bc+ca).

( 2 4 b +—2 )(a(b+c)+b(c+a)+c(a+b))
a+b

Toisaalta
ab+c)+b(c+a)+c(a+b)=2(ab+bc+ca),
joten
a b c 3
+ + = -
b+c c+a a+b” 2

Tadma4 yleistyy varsin mukavasti joihinkin useamman muuttujan tapauksiin. Seu-
raavissa kolmessa lauseessa esitetdin luontevat neljin, viiden ja kuuden muuttu-
jan versiot tuloksesta:

Lause. Olkoot a, b, c ja d positiivisia reaalilukuja. Tall6in

a+b+c+d>2
b+c c¢c+d d+a

a+b” "

Lause. Olkoot a, b, ¢, d ja e positiivisia reaalilukuja. Talldin

a N b N c N d N e
b+c c+d d+e e+a a+b” 2

[9)]

Lause. Olkoot a, b, ¢, d, e ja f positiivisia reaalilukuja. Tall6in

a b c da e f

+ + + + + >3
b+c c+d d+e e+f f+a

a+b” "
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LUKU 3. CAUCHYN-SCHWARZIN EPAYHTALO

Liitteessd A sivulla 93 on esitetty Cauchyn-Schwarzin epayhtdl66n perustuvat
todistukset ndille.

Vuonna 1954 Shapiro esitti varsin luonnollisen kysymyksen: Pateeko kaikille koko-

naisluvuille n > 3, ja positiivisille reaaliluvuille ay, ay, ..., a,, epdyhtédloé
a a ayn— a n
Lo =2 4yt T > 2
a>+as as+day a,+a, a1+ay 2

Lighthill osoitti, ettd epayhtilo ei pade 20 muuttujan tapauksessa, mika avasi
uuden kysymyksen siitd, mille kaikille muuttujien lukumaéérille n epdyhtalo pitee.
Useiden matemaatikoiden ahkeroinnin jdlkeen osoittautui, ettd lopullinen vastaus
on tdllainen: Shapiron epayhtilo pétee parillisille muuttujien lukumaéérille 7, joille
4 < n < 12, ja parittomille muuttujien lukumaéérille r, joille 3 < n < 23. Muita
kokonaislukuja n > 3, joille epayhtilo pdtisi, ei ole.

Toisaalta, on varsin kiintoisaa, ettd Shapiron ongelman kaltainen ilmio kuitenkin
toteutuu kaikilla n. Rankin nimittéin sai todistettua, ettd jokaisella kokonaisluvulla

n > 3 16ytyy vakio vy, siten, ettd kaikille positiivisille reaaliluvuille a;, ay, ..., a,
péitee
a a a n
L = vy,
ap+as as+ay a+ ay 2

ja lisdksi, ettd perdti y, > ¥, missd y = 0,6094... On luonnollista kysyd, mika olisi
paras mahdollinen arvo luvulle y. Seuraava tulos kertoo vastauksen:

Drinfeldin lause. Kaikille kokonaisluvuille n > 3 ja positiivisille reaaliluvuille
ay, ap, ..., ay pdtee

a ap an

>

NS

+ +...+
ar+az dasz+das a) + ap

missd y on erds tietty positiivinen reaalivakio, jolle y = 0,98913... Liscksi téssd
lukuay ei voi korvata millédn isommalla reaaliluvulia.

Epédyhtilon oikea puoli on siis vain reilun prosentin pienempi kuin Shapiron
ehdottama!
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LUKU 3. CAUCHYN-SCHWARZIN EPAYHTALO

Aczélin kddnteinen Cauchyn-Schwarzin epéayhtilo

Einsteinin suppeassa suhteellisuusteoriassa hyvin keskeistd on seuraava seikka:
Jos havaitsijat A ja B kulkevat kumpikin suoraan eteenpdin vakionopeudella, ja
mittaavat kukin omasta nikékulmastaan kahden eri tapahtuman, sanokaamme
esimerkin vuoksi kahden lyhyen valonvildhdyksen, ajallisen etédisyyden seké ava-
ruudellisen etdisyyden, A saaden mittaustulokset At ja Ax, ja B saaden samaten
mittaustulokset At ja Ax’, niin ei suinkaan vilttimétta ole niin, ettd At = At’ ja
Ax = Ax'. Mielenkiintoista kyll4 néille mittauksille kuitenkin aina pitee

An? - @ax? = (A1) - (ax)%.

Tdmén asiaintilan matemaattinen mallintaminen johtaa niin sanottuun Minkows-
kin aika-avaruuteen.

Kateva malli Minkowskin aika-avaruudelle saadaan ottamalla sen pisteiksi ne-
liulotteisen euklidisen avaruuden R* pisteet. Tulkitsemme ensimmiisen koordi-
naatin aikakoordinaatin ja valonnopeuden tuloksi, ja loput kolme koordinaattia
tavallisiksi avaruuskoordinaateiksi. Jos valitsemme mittayksikot niin, ettd valon-
nopeudelle ¢ pitee ¢ = 1, niin voimme suoraan valita ensimmadiseksi koordi-
naatiksi aikakoordinaatin. On hyvin tavallista valita koordinaattien numeroin-
ti niin, ettd pisteiden komponentit nimetddn tdhdn tapaan: (xg,x;,X2,X3). Jos
(x0,X1,%2,X3), ( Yo, Y1,¥2, yg) € R*, niin voimme madiritelld niille kahdelle vektorille
Lorentzin sisdtulon
XoYo—X1Y1—X2Y2— X3)3.

Luonnollisesti voisimme erottaa vektorista (xy,x1,X2,x3) aikakoordinaatin xo omak-
siluvukseen ¢ ja avaruuskoordinaatit x;, x» ja x3 omaksi vektorikseen

— 3
X = (x1,x2,x3) €R".

Niin syntyy uusi vektori (#,%) € R x R®. Kahdelle téllaiselle vektorille (z,%) ja (', x'),
jotka kuuluvat joukkoon R x R3, on luonnollista maéritelld Lorentzin sisitulo

tt —x-x,
missi - merkitsee tavallista euklidista pistetuloa avaruudessa R3. Tietenkin vekto-

= T -2
rin (¢,X) Lorentzin sisdtulo itsensd kanssa on % — |X|°.

Tietysti voisimme korvata tdssi avaruuden R® milla tahansa euklidisella avaruu-
della R", missd n € Z,. Niin syntyville eriulotteisten Minkowskin avaruuksien
vektoreille pitee seuraava mielenkiintoinen Cauchyn-Schwarzin epéyhtilén kdan-
teinen versio, joka kutsutaan myds Aczélin epayhtéloksi.
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Kéidnteinen Cauchyn-Schwarzin epéayhtilé. Olkoon n € Z,, olkoot ¢ ja u reaali-
lukuja, olkoot X,y € R", ja olettakaamme, etta 2> |§|2. Tall6in

(ru=%9)° > (£~ [5F) (- 71°):

Todistus. Maidritelkddmme apufunktio p: R — R asettamalla
p@) = (90 +w? - [0+

kaikille reaaliluvuille ©. Kertomalla vektorien pituuden sisédltdava termi pistetulon
avulla auki saadaan

p@) = (0 +w? - [FO+7|* = 10+ w? - (X0 +7F)- (T +7)
= 2% +20u0 + u? - |7*0? -2 (x-7) 0 - |7
= (- [x) 0 +2(tu-%-3) 0 + 12 - [,

eli p(Q) on itse asiassa muuttujan ¢ reaalikertoiminen toisen asteen polynomi,
jonka toisen asteen termin kerroin on positiivinen. Funktio p saa siis varmasti
positiivisia arvoja.

Toisaalta, koska | #| > |E| >0, on t #0, eli voimme tarkastella arvoa p(—u/t), jolle
patee

o) ()] et =)ol <o

Koska p saa sekd positiivisia ettd epdpositiivisia arvoja, on sen diskriminantin
oltava epédnegatiivinen, eli

4(ru-%-5) -4 (2= [7) (- [7]) > 0.

Viitetty epayhtdlo seuraakin tdstd pienelld sievennykselld.
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Harjoitustehtévid

Tehtivi 32. Olkoot a, b ja c reaalilukuja, joille a* > b* + c*. Osoita, etté

(a?’—l93—c‘°’)2 > (a* - b* - c*) (a® - b* - ¢?).

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 122 —>)

Tehtivid 33. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja, joille a > b + c. Osoita, ettd

(a*-b*-c*)(@®-b"-c°) < (a®-b* - ) (a* - b - ).

Vihje s. 102 — ( Toinen vihje s. 122 —>]

Tehtédvi 34. Olkoon n € Z, olkoot £ ja u reaalilukuja, ja olkoot X,y € R” sellaisia,
ettd

2>|x? P> 5S ja wu>x7.

Osoita, ettd (¢ + u)? > |E + ﬂz, ja todista Minkowskin avaruuksien kdinteinen
kolmioepayhtilo

Vw7772 > 2[5+ Juz - |7

Vihje s. 103 — (Toinen vihje's. 122 — )
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4 Summausmerkinti >

Kun summassa on monta termid, olisi epdkdytannollistd kirjoittaa ne kaikki néky-
viin. Tyypillinen lyhennysmerkinté on kéyttdd kolmea pistettd, kuten seuraavassa
summassa:

S=1%+2°+3%+...+10°

Téssd lukija luonnollisesti arvaa oikein, mitd puuttuvia lukuja kolmella pisteelld
tarkoitetaan, mutta toisinaan on eduksi kdyttdd lyhyempda ja tismaéllisempda
merkintdd. Saman summan voisi esittdd muodossa

10
S=Y k%
k=1
missd osien merkitys on seuraava:

-

indeksin suurin arvo

/ \ summan termien muoto

Ksummausindek& k indeksin pienin arvo j

6
Vastaavasti summassa Z (2i + 1) indeksimuuttuja i saa arvot 3, 4, 5 ja 6, jolloin
i=3
summaksi saadaan

i(2i+1)

i=3

(2-3+1)+(2-4+1)+(2-5+1) + (2-6+1)
= 7+ 9 + 11 + 13 = 40.

Summauksen ala- tai yldrajana voi luonnollisesti olla muuttuja tietyn luvun sijasta.
Esimerkiksi n ensimmadisen positiivisen parillisen luvun summan voisi merkita

n
2+4+46+...+2n=) 2k
k=1
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LUKU 4. SUMMAUSMERKINTA ¥

Téssd indeksimuuttuja k saa arvot 1, 2, 3, ..., n, jolloin lauseke 2k kdy ldpi arvot 2,
4,6, ..., 2n, jotka sitten lasketaan yhteen.

Indeksoinnin muutos
Saman summan voi esittdd monella eri tavalla. Esimerkiksi summan
12+14+16+18

voisi hahmottaa koostuvan luvuista 10+ 2k, missi k saa arvot 1, 2, 3 ja 4, tai luvuista
2n, missd n saa arvot 6, 7, 8 ja 9. Pétee siis

4 9
Y (10+2k)=12+14+16+18=)_ 2n.
k=1 n=6

Nédiden kahden esitystavan vililld voi vaihtaa muuttamalla indeksointimuuttujaa.
Jos summaan 2226211 sijoitetaan k = n—>5, saadaan n = k+5jalopulta2n = 2k+10.
Kunn=6,onk=6-5=1jakunn=9, on k=9 -5 = 4. Saadaan siis

9 4
Y 2n=7) (10+2k).
n=6 k=1

Aritmeettinen summa

Summaa sanotaan aritmeettiseksi, mikéli perdkkdisten yhteenlaskettavien erotus
on vakio. Esimerkiksi summa 10+ 13+ 16 + 19 + 22 + 25 on aritmeettinen, silld
perdkkdisten yhteenlaskettavien erotus on aina kolme.

My®6s positiivisten kokonaislukujen summa luvusta yksi lukuun 7 on aritmeettinen
(perdkkiisten termien erotus on 1), ja sille patee mukava kaava

nn+1)
1+2+3+4+“.+n=——5——.
Esimerkiksi
100(100+1)
1+2+3+...+100= B — =5050.

Kaava perustellaan kahdella eri tavalla harjoitustehtdvissa 38 ja 44.

Edellinen summakaava yleistyy: aritmeettisen summan arvo on aina termien
lukumé&iri kerrottuna ensimmaisen ja viimeisen termin keskiarvolla. Esimerkiksi

10+25

10+13+16+19+22+25=6- =105.
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Summaus kahden indeksin yli

Toisinaan on tarpeen summata kahden eri indeksin yli. Lasketaan esimerkiksi
kaikkien lukujen 1-10 kertotaulussa esiintyvien tulojen summa.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
312 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3|3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 |4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
5|5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 | 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
7|7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
8 |8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
99 18 27 36 45 54 63 72 81 90
10 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Kertotaulun rivilld i on sarakkeen j kohdalla luku i - j. Niinpa esimerkiksi 4. rivilld
olevien lukujen summaa voitaisiin merkita
10
4-1+4-2+4-3+...+4-9+4-10=)_4j.
j=1

Y114 oleva summa laskettiin riviltd i = 4. Jos halutaan laskea kaikkien kertotaulun
tulojen summa S, voidaan laskea yksittdisten rivien summat yhteen:

s-2 (L)

Summan laskemiseksi voidaan ensin ottaa sisemmaéstd summasta i yhteiseksi
tekijaksi ja laskea jdljelle jadnyt aritmeettinen summa. Saadaan

=11;0( ZJ) i( 10(10+1)) ism

i=1

Jdljelle jadneestd summasta voidaan ottaa 55 yhteiseksi tekijdksi ja laskea taas
aritmeettisen summan kaavalla

10
10(10+1
S=552i=55~%=55-55=3025.
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Lasketaan vertailun vuoksi sama summa ilman summamerkintéi. Koska yhteen-
laskettavia on vain sata, timad vield jotenkin onnistuu. Summaksi saadaan riveit-
tdin laskemalla

1-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)
+2-(142+3+4+5+6+7+8+9+10)
3(1+2+3+4+5+6+7+8+9+1m
4-(1+2+43+4+5+6+7+8+9+10)
5-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)
6-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)
7-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)
8-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)
9-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)

+10-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10).

Suluissa oleviksi summiksi saadaan

10(10+1)
1+2+...+10:T:55,

joten summa on lopulta

§=1:55+2-55+3-55+4:55+555+6-55+7-55+8-55+9-55+10-55
=(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)-55=55-55=3025.

Koska yhteenlaskettavia oli ndin vdhin, ilman summamerkintddkin péarjattiin.
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Harjoitustehtivii

Tehtdva 35. Laske summa

5
Y K

k=1

Vihje s. 103 — [ Toinen vihje s. 123 —>]

Tehtdva 36. Merkitse summat

15+20+25+...+4100 ja 3+5+7+...+101

summamerkinnin avulla. Summien arvoja ei tarvitse laskea.

Vihje s. 103 — (Toinen vihje's. 123 — )
Tehtiva 37.
Olkoon 7 positiivinen kokonaisluku. Esité reaalilukujen x, x, x3, ..., x, keskiarvo

summamerkinnin avulla.
Vihje s. 103 — [ Toinen vihje s. 123 —>]

Tehtivi 38. HyoOdylliset kaavat

_ nn+1)
2

1+2+3+...+n ja 1+3+5+...+(2n—1)=n?

missd n on positiivinen kokonaisluku, voidaan perustella seuraavien kuvioiden
avulla. Miten?

Vihje s. 104 — [ Toinen vihje s. 123 —>]
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Tehtidvid 39. Kolme néistd kaavoista on oikein ja yksi vddrin. Tdssd n on positii-
vinen kokonaisluku ja luvut ay ja by reaalilukuja. Tunnista vadrd kaava. Mitkd
laskulait ovat kolmen oikean kaavan perusteena?

n n n
Y 5ar=5) a Y 1=n
k=1 k=1 =1

n n-1 n n n
Zak:Zak Zak+2bk:Z(ak+bk)
k=1 k=0 k=1 k=1 k=1
[ Toinen vihje s. 124 —>]

1000 999
Tehtévd 40. Tutkitaan summaa )_ K- > (m2 +m).
k=1 m=0

Vaihda muuttujanvaihdolla summien indeksointi samaksi ja laske lopputulos.

Vihje s. 104 — ( Toinen vihje s. 124 —J

Tehtdva 41. Taikanelié on ruudukko, jonka ruutuihin sijoitettujen lukujen summa
on sama joka rivillg, joka sarakkeessa ja molemmilla diagonaaleilla. Vanhimmat
maininnat taikanelidistd ovat Kiinasta yli kahden tuhannen vuoden takaa. Seuraa-
va taikanelio esiintyy yksityiskohtana Albrecht Diirerin vuonna 1514 tekeméssa
kuparikaiverrustyossd Melankolia I [58].

Vasemmanpuoleisen reunan keskimmadiset, hieman episelvat luvut ovat 5 ja 9.
Merkitdédn tdmén taikanelion rivilld i ja sarakkeessa j olevaa lukua a;j, eli esi-
merkiksi a4» = 15. Taikanelion toisen vaakarivin lukujen summan voisi merkita

4
5+10+114+8=ap; +az +az3+ asy = Z azj.
j=1
Merkitse vastaavalla tavalla
a) neljannen sarakkeen lukujen summa,
b) vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan kulkevan diagonaalin lukujen
summa.

Vihje s. 104 — [ Toinen vihje s. 124 —>]
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Tehtidvid 42. Laske summa

1 1
,;1(4k—2_4k+2)'

Vihje s. 105 — ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtidva 43. Tuloa voidaan merkitd lyhennysmerkinnélla IT (keikkalainen iso 7).

Laske tulo
Vihje s. 105 — ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtidvi 44. Todista induktiotodistuksella summakaava

L nn+1
Y k= %, kun 7 on positiivinen kokonaisluku.
k=1
Vihje s. 105 — ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtidvéd 45. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista identiteetti

1 n+1)2n+1)
k=" :
k:;l 6

Vihje s. 105 —
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5 Korrelaatiokerroin

Korrelaatio kuvaa kahden tilastollisen muuttujan yhteyttd. Esimerkiksi Suomen
vdeston pituudet ja painot korreloivat: pitkdt ihmiset ovat keskiméarin lyhyita
painavampia, vaikka tdhidn sddnnonmukaisuuteen onkin runsaasti poikkeuksia.
Erilaisiin aineistoihin sopivia tapoja mitata korrelaatiota on useita, ja tdssa kisitel-
l44n niist tyypillisin, Pearsonin korrelaatiokerroin.

Pearsonin korrelaatiokerroin r mittaa sitd, kuinka hyvin kahden reaalilukumuut-
tujan x ja y vilistd yhteyttd voidaan kuvata lineaarisella mallilla, eli kuinka hyvin
mittausparit (x1, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) istuvat suoralla (x, y)-koordinaatistossa.

Pearsonin korrelaatiokerroin r saa arvoja véliltd [—1, 1]. Kun datapisteet sijaitsevat
tdsmélleen jollakin nousevalla suoralla, on r = 1, ja laskevan suoran tapauksessa
patee r = —1. Mitéd ldhempéna korrelaatiokerroin on nollaa, sitd heikompi muut-
tujien védlinen lineaarinen yhteys on.

y y y
r/.’ ®
et o r=~-0,95 r=07 e
s _ ®
o7 r=1 ° A
e o °
®o e o
°
®
X X X
y y A
® ° ° e o ® °
) o [
> ° ® ° °
® ¢ r=-0,45 r=0
r=-0,02 e ° °
(]
° i ° ) )
° ®
° e o o ° o°
® ot oo
X X X

Esimerkkejd korrelaatiokertoimen arvoista

Pearsonin korrelaatiokerroin on saanut nimensid matemaatikko Karl Pearsonin
(1857-1936) mukaan. Jatkossa puhumme yksinkertaisuuden vuoksi vain "korre-
laatiokertoimesta”. Késittelemme korrelaatiokerrointa tdssd yhteydessd, koska sen
laskukaavan voi havainnollistaa miellyttdvésti n-ulotteisen avaruuden avulla.
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LUKU 5. KORRELAATIOKERROIN

Korrelaatiokertoimen laskeminen

Tarkastellaan korrelaatiokertoimen laskemista seuraavalla esimerkkiaineistolla.

y P
121 8
,1 o
Xy @ 0)! 77 (5,13)
mittaus1 | 1 4 8+ P
mittaus2 | 3 10
. - .-®
mittaus3 | 5 13 1%
X

Korrelaatiokertoimen on tarkoitus riippua vain pistejoukon muodosta, ei taismalli-

sestd paikasta koordinaatistossa. Paikan merkitys voidaan eliminoida vihentdmal-

14 x- ja y-koordinaateista niiden keskiarvot. Lasketaan siis keskiarvot

1+3+5 . .. 4+10+13

—=3 ja y=——=
3 3

Keskiarvoa merkitddn usein X, mutta tdssd kdytimme merkintédi X, jottei tapahtui-

si sekaannusta vektoreiden kanssa.

X= 9.

Kun keskiarvot vdhennetdidn x- ja y-koordinaateista, saadaan uudet koordinaatit

y
8,,
(1-3, 4-9) = (-2,-5), o o
(3-3,10-9) = (01, ja B e
(5-3,13-9) = (2,4). 2 -1 1 2 3 *
T g
~"%-2,-5)

Tulkitaan nyt uudet x-koordinaatit —2, 0 ja 2 kolmiulotteisen avaruuden vektoriksi
a = (-2,0,2) ja vastaavasti uudet y-koordinaatit vektoriksi b = (-5,1,4). Tédssd
kolmiulotteisessa koordinaatistossa akselit vastaavat siis alkuperdisid mittauksia.

mittaus 3

mittaus 1 .
mittaus 2
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LUKU 5. KORRELAATIOKERROIN

Koska alkuperiiset mittauspisteet olivat likimain suoralla, uudet vektorit @ ja b
ovat likimain yhdensuuntaisia. Poikkeamaa yhdensuuntaisuudesta on luonte-
vaa mitata vektorien @ ja b viliselld kulmalla. Tarkemmin sanottuna Pearsonin
korrelaatiokerroin mééiritellddn vektorien a ja b vilisen kulman a kosiniksi:

r=cosa.

Mikiili ainakin toinen vektoreista @ tai b on nollavektori, kulma « ei ole hyvin
madritelty, ja korrelaatiokerrointakaan ei tdlloin ole mééaritelty. Tdma rajoitus ei
kuitenkaan ole kovin vakava, silld esimerkiksi vektori @ on nollavektori vain silloin,
kun kaikki mitatut x-koordinaatit ovat keskendén samoija.

Kulman kosinin arvo on helppo laskea pistetulon avulla. Kun esimerkkimme
tapauksessa a = (-2,0,2) ja b = (-5,1,4), saadaan korrelaatiokertoimeksi

ab _ -2-(-5)+0-1+2-4 18
|a||b] V(=2)2+02+22.\/(-52+12+42 V8V42

r=cosa = =0,9819805...

Esimerkkimme mittausten x- ja y-koordinaattien vélinen korrelaatiokerroin on
siis likimain 0,98. Geometrisesti tulos on luonteva: koska vektorien a ja b vélinen
kulma on ldhelld nollaa, kulman kosini on ldhelld yhtd, eli korrelaatio on suuri.

Miksi tillainen méiritelma?

Miksi edelld esitetty laskutapa on sopiva madritelma korrelaatiolle? Silld on ainakin
ndmd mukavat ominaisuudet:

Riippumattomuus sijainnista: Keskiarvojen vihentdminen takaa sen, ettd korre-
laatio ei muutu, vaikka x- tai y-koordinaatteihin lisdttdisiin vakio.

Riippumattomuus skaalauksesta ja yksikoista: Jos kaikki x- tai y-koordinaatit
kerrotaan nollasta poikkeavalla vakiolla, tdm4 vaikuttaa ainoastaan vektorien a ja
b pituuteen, jolloin kulma a ei muutu, ja korrelaatio pysyy siis muuttumattomana.
Tama pétee myds yksikon valintaan: jos x-koordinaatit kuvaavat esimerkiksi mas-
saa, vaihto kilogrammoista grammoihin kasvattaa kylld lukuarvoja tuhannella,
mutta vektorin @ suunta ei muutu.

Symmetrisyys: Koska lauseke % on symmetrinen x- ja y-koordinaattien suh-
a
teen, niiden vaihtaminen péittdin ei vaikuta korrelaatiokertoimen arvoon.

Yhteys lineaarisuuteen: Korrelaatiokerroin r on 1 tdsmélleen silloin, kun da-
tapisteet ovat nousevalla suoralla ja vastaavasti r = —1 tdsmadlleen silloin, kun
datapisteet ovat laskevalla suoralla. Tdm4 todistetaan harjoitustehtivissa 48 ja 49.

Arvojoukko [—1,1]: Korrelaatiokertoimelle patee —1 < r < 1. Tdma perustellaan
tehtdvassa 50.
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LUKU 5. KORRELAATIOKERROIN

Pearsonin korrelaatiokertoimen yleinen kaava 7 lukuparille

Kun tarkasteltavia lukupareja (x,y) on n kappaletta, missd n > 2, korrelaatio
voidaan laskea tdsmilleen samalla periaatteella kuin edellisessd esimerkissd, nyt
vain vektorit a ja b sijaitsevat n-ulotteisessa avaruudessa.

Lukujen xy, xp, X3, ..., Xp ja y1, ¥2, ¥s, ---, ¥n vdlinen korrelaatio selvitetddn siis
laskemalla keskiarvot X ja ¥ ja muodostamalla n-ulotteisen avaruuden vektorit

a=(x1-% 0-% ..., % -%) jab=(n~-9 327 .., ¥n=7)-

Korrelaatio on vektorien @ ja b vilisen kulman kosini, eli taas

Summamerkintdi kdyttden lopputulos voidaan kirjoittaa alkuperdisten datapistei-
den avulla:

z (5 - %) (vi-7)

r =

\/li:(xi -%)° i:il(yz' —?)2.

Kun mittauspareja on yli kolme, vektorien a ja b havainnollistaminen kéy vaikeaksi.
Avaruuden dimensiosta huolimatta ndma kaksi vektoria madrddvat kuitenkin
tason, ja vektorien vilinen kulma a majailee tdssd tasossa. Seuraavassa kuvassa
on kaksi esimerkkid tapauksessa n = 6.

3
6
°
—_— 5 a =38°
1
®
4
3
6
°
—_ 5 a ~126°
1 2
4
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LUKU 5. KORRELAATIOKERROIN

Harjoitustehtivii

1 2 3
4 71

y
Vihje s. 105 — ( Toinen vihje s. 125 —>]

Tehtivi 47. Tutkitaan korrelaation avulla, mikd on valtiotasolla yhteys koko-
naistuotannon arvon ja vuotuisten tyotuntien vélilld. Oheiseen taulukkoon on
koottu eri valtioiden bruttokansantuotteita (ostovoimakorjattuina vuoden 2011
kansainvilisind dollareina) sekd tydntekijoiden keskimé@irdisid vuotuisia tydtun-
teja. Mukana ovat kaikki valtiot, joiden tiedot vuodelta 2017 16ytyvét sivustolta
[16].

Tehtdvid 46. Laske kisin korrelaatio seuraavalle aineistolle:

Maa BKT/hl6 (§)  Tyoaika (h) Maa BKT/hl6 ($)  Tyoaika (h)
Alankomaat 46602 1430 Malta 30831 2040
Argentina 16467 1692 Meksiko 17383 2255
Australia 47393 1731 Myanmar 5730 2438
Bangladesh 3436 2232 Nigeria 4285 1827
Belgia 38341 1544 Norja 60590 1417
Brasilia 13813 1709 Pakistan 5303 2096
Bulgaria 18640 1644 Peru 11370 1932
Chile 22729 1974 Portugali 24310 1863
Costa Rica 15044 2212 Puola 26637 2028
Ecuador 9880 1701 Ranska 39461 1514
Espanja 35696 1686 Romania 24349 1806
Etela-Afrikka 11741 2209 Ruotsi 43376 1609
Eteld-Korea 36265 2063 Saksa 47556 1354
Filippiinit 7679 2149 Singapore 67138 2238
India 6422 2117 Slovakia 24924 1745
Indonesia 10594 2024 Slovenia 28235 1655
Irlanti 75916 1746 Sri Lanka 12697 1924
Islanti 41306 1493 Suomi 39893 1659
Israel 36186 1921 Sveitsi 64219 1590
Italia 38000 1723 Taiwan 43211 1990
Itdvalta 46103 1613 Tanska 45875 1400
Japani 40374 1738 Thaimaa 15740 2185
Kambodza 3161 2456 Tsekki 31141 1776
Kanada 42907 1696 Turkki 27263 1832
Kiina 13043 2174 Unkari 22572 1937
Kolumbia 12797 1998 Uruguay 19723 1552
Kreikka 23765 2017 Uusi Seelanti 36538 1752
Kroatia 22996 1835 Venidja 22581 1974
Kypros 29229 1784 Vietnam 5846 2170
Latvia 24140 1875 Viro 25939 1857
Liettua 25992 1844 Yhdistynyt kuningaskunta 39128 1670
Luxemburg 74605 1519 Yhdysvallat 54795 1757
Malesia 22776 2238

Laske bruttokansantuotteen ja tydtuntien vilinen korrelaatio sopivalla ohjelmalla.
Piirrd myos havaintopisteet koordinaatistoon. Miten tulkitset tulosta?

Vihje s. 105 — ( Toinen vihje's. 125 — )
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LUKU 5. KORRELAATIOKERROIN

Tehtédvi 48. Oletetaan, ettd n > 2 muuttujaparia (xi, y1), (x2,2), ..., (Xn, Yn)
sijaitsevat (x, y)-tasossa suoralla, joka ei ole vaaka- eikd pystysuora. Osoita, ettd
muuttujien x ja y vdlinen korrelaatio on tasan 1, kun suora on nouseva, ja tasan
—1, kun suora on laskeva.

Vihje s. 106 — ( Toinen vihje s. 126 —>)

Tehtidvi 49. Tehtdvin 48 kddnteistulos. Oletetaan, ettd pisteiden (x1, y1), (X2, y2),
..+, (xn, yn) kaikki x-koordinaatit eivit ole keskenddn samoja eivatkd kaikki y-koor-
dinaatit ole keskendin samoja.

Osoita, ettd mikili pisteiden x- ja y-koordinaattien vélinen korrelaatio on 1, pisteet
sijaitsevat xy-koordinaatistossa nousevalla suoralla, ja vastaavasti jos r = —1,
pisteet sijaitsevat laskevalla suoralla.

Vihje s. 106 — ( Toinen vihje s. 126 —>)

Tehtédvd 50. Korrelaatiokertoimelle r pitee aina —1 < r < 1. Tdmén voi perustella
sill, ettd tunnetusti —1 < cos a < 1 kaikilla kulmilla a, ja pétee r = cosa.

Tuloksen —1 < r < 1 voi kuitenkin my6s todistaa suoraan kaavasta
ab
r=——
|l|]

ldhtien kdyttden Cauchyn-Schwarzin epayhtildd. Miten tima voitaisiin tehda?

Vihje s. 106 — ( Toinen vihje s. 126 —>)
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LUKU 5. KORRELAATIOKERROIN

Tehtivd 51. Korrelaatioita hyddynnetdin tieteellisessd tutkimuksessa paljon, ja
niiden kiytossa tulee luonnollisesti olla varovainen. Korkeakaan korrelaatio ei
takaa, ettd muuttujien vélilla olisi syy-seurausyhteytta.

Esimerkiksi vuosina 2000-2009 havaijilaisten juristien lukumééara ja mozzarella-
juuston vuotuinen kulutus Yhdysvalloissa korreloivat voimakkaasti. Voi toki olla,
ettd Havaijilla juuri juristit s6ivit valtavasti mozzarellaa, tai ettd mozzarellan syonti
kannustaa muuttamaan Havaijille ja valmistumaan juristiksi, mutta kumpikaan
selitys ei tunnu kovin uskottavalta.

Mozzarella (kg) Juristit Juristit
. 2007
2008
50 1 L S N °
// \ TH 4100 + ® 2009
/ .
48 1 2 o---@
¥ | .
+ 4000 +
4,6 + v
/. ) °
'i,/ 13900 + 2(1” r=0,978
44 1 o---0---& /
e +3800 + s
421 @ )
/ 2000 Mozzarella
’ t t t t t t t t t t t t t t
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 4,2 4,4 4,6 4,8 5,0 (kg

Kuinka korkeita korrelaatioita tdysin satunnaisessa datassa sitten tyypillisesti on?
Tama riippuu otoskoosta. Kokeile asiaa arpomalla satunnaislukuja taulukkolas-
kentaohjelmalla tai jossakin ohjelmointoympéaristdssa.

a) Arvo kymmenen paria satunnaislukuja ja laske aineiston korrelaatio. Toista
tdma esimerkiksi 20 kertaa. Kuinka usein korrelaatio on itseisarvoltaan yli
0,32

b) Arvo nyt 100 paria satunnaislukuja ja laske timéan aineiston korrelaatio r.
Toista useita kertoja. Kuinka usein |r| > 0,3?

Ensimmadisestd vihjeestd 10ytyy teknisid ohjeita ja toisesta lukuja, joihin satunnais-
kokeen tuloksia voi verrata.

Vihje s. 106 — ( Toinen vihje's. 126 — )
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6 RGB-varit koordinaatistossa

Koordinaatisto mahdollistaa muotojen ja tilan kuvaamisen lukuina ja toisaalta
lukujen havainnollistamisen kuvina. Tdma voi olla hyvin kdytdnnollistd, vaikka
tutkittavat suureet eivat kuvaisikaan pituuksia.

Tarkastellaan esimerkiksi vdrien tuottamista tietokoneen tai puhelimen néytolle.
Tyypillinen tapa tehdd timé on tuottaa vain kolmea eri vérid: punaista (Red), vih-
redd (Green) ja sinistd (Blue), jolloin puhutaan RGB-véreistd. Tietokoneen ruudun
pikselit koostuvat kolmesta pienesti vérivalosta, joiden kirkkauksia voi sdadella.
Esimerkiksi teksti ndyttdd suurennuslasin ldpi tarkasteltuna kirjoittajan
nestekidenaytolla talta:
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Nestekidendyton pikseleitd suurennuslasin lépi nédhtynd

Punaiset, vihredt ja siniset pikselit ovat yksivérisi, ja valkoisen kokemus saadaan
aikaan pitdmalla kaikki kolme vérid p4dlld suunnilleen yhta kirkkaina. Keltaiselta
néyttavilld alueella on péélléd vain punaisia ja vihreitéd valoja. Ruudusta ei siis tule
lainkaan keltaista valoa, vaikka ndemmekin varin keltaisena!

Miten silmédn huijaaminen néin yksinkertaisella tempulla on mahdollista? Vdrien
fysikaalinen perusta on valon eri aallonpituuksissa. Vain yhtd aallonpituutta edus-
tavat valon virit 16ytyvét sateenkaaresta ja muut variaistimukset, kuten valkoinen
tai pinkki, syntyvit useiden aallonpituuksien sekoituksena. Silm#n huijaaminen
vain kolmella varilld on mahdollista, koska ihmissilmé&ssa on tyypillisesti vain
kolmenlaisia tappisoluja (S, M ja L), jotka reagoivat eri tavoin valon eri aallonpi-
tuuksiin, kuten seuraavassa kuvassa [60] on esitetty.
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

Lihettdmalld samasta pikselistd kolmea yksittdistd aallonpituutta sopivilla voimak-
kuuksilla tappisolut saadaan reagoimaan samoin kuin ne vaikkapa juuri keltaiseen
valoon reagoisivat. Lopputulos ei ole tdydellinen, mutta riittdvdn hyvai tekem&in
varikokemuksesta uskottavan.

Normalisoitu tappisolun reaktion voimakkuus

400 450 500 550 600 650 700
Valon aallonpituus (nm)

Kuvan pikselien RGB-vériarvot tallennetaan kuvatiedostoon lukukolmikkoina
(R, G, B), ja kiytetty lukuskaala vaihtelee formaatista toiseen. Esimerkiksi 24-
bittisissd véreissd kunkin virikanavan kirkkaus ilmaistaan kokonaislukuna va-
liltd 0,1, ...,255, jolloin kullakin yksittdiselld varilld on 256 eri kirkkausvaihtoehtoa.
Naiitd yhdistelemélld saadaan 256° = 16777216 eri virid. Koska 256 = 28, yhden
pddvirin kirkkausinformaatio mahtuu tietokoneen muistissa 8 bittiin, ja kokonai-
sen pikselin vdrin tallentamiseen tarvitaan 3 - 8 = 24 bittig, eli kolme tavua.

Alla on joitakin esimerkkejd RGB-véreistd. Ne nidkyvét kalibroidulla néytolla oikein,
mutta painettuna vastaavuus ei ole tarkka.

(255,0,0) - (0,0,255) (255,255,255)

punainen vihred sininen valkoinen
(255,255,0) (0,255, 255) - (0,0,0)
keltainen syaani magenta musta

- (70,90, 205) (90,222,135) (60,60, 60)
(240,205, 225) (151,35,202) (200,70,45) -
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

RGB-kuutio

Lukukolmikko (R, G, B) voidaan tulkita kolmiulotteisen avaruuden koordinaateiksi.
Ndin RGB-vérit muodostavat kuution, jonka kérjistd l6ytyvét punainen, vihred,
sininen, musta, valkoinen, keltainen, syaani ja magenta.

B B

(0,0,255)

(255,0,255) = ()
\ “ (90,222,135)
R R

G
Jokainen kuution reunalla tai sisdlld oleva kokonaislukukoordinaattipiste vastaa
yhtd RGB-virid. Esimerkiksi harmaan eri asteet l6ytyvat mustasta valkoiseen kul-
kevalta avaruuslavistdjiltid. Kuution kolmiulotteisesta luonteesta johtuen kaikkia
sen vdrejd ei saa ndkymaééin kerralla kaksiulotteisessa kuvassa.

1

RGB-kuution takatahkot, etutahkot ja joitakin poikkileikkauksia

RGB-viérien esittdminen pisteind kolmiulotteisessa vdriavaruudessa helpottaa
vdrien hahmottamista ja tarjoaa luontevia ndkymii esimerkiksi piirto-ohjelmien
vérinvalintatyokaluille.

Olisi houkuttelevaa ajatella, ettd vdrikoordinaatteja voisi automaattisesti késitelld
tdsmélleen samalla tavalla kuin tavallisia paikkakoordinaattejakin. Valitettavasti
ndin ei ole: esimerkiksi etdisyyden kisite on ongelmallinen.
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

Epilineaariset virikoordinaatit

Thmissilmi on huono erottamaan pienid kirkkauseroja kirkkaassa valossa, silld
tdlloin suhteellinen ero on pieni. T4std syystd on valittu, ettd RGB-lukuarvot eivit
ole suoraan verrannollisia ruudulta ldhtevdn valon intensiteettiin (eli sdteilyn
energiaan tiettyd pinta-alaa ja aikayksikkoa kohti). RGB-asteikon alapddssé erot
valon intensiteetissd ovat pienempid ja kirkkaissa valoissa suurempia. Seuraavassa
kuvassa on kaksi 16 virin skaalaa, joista ylemmaissi valon intensiteetti kasvaa
tasaisesti ja alemmassa R-koordinaatti kasvaa tasaisesti — ainakin, mikali lukijan
néyton kalibraatio noudattaa sRGB-standardia.

0 124 170 203 231 255
0% 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %
0 51 102 153 204 255
0% 3,3% 13% 32% 60 % 100 %

RGB-vdrien R-arvoja ja valon intensiteettejd

Viérierot ndyttavdt ihmissilméén tasaisemmilta alemmassa skaalassa ja varsinkin
tummissa vireissd on parempi erottelukyky. Kédytetty epidlineaarinen asteikko
keskittdd rajallista tallennuskapasiteettia alueelle, jossa ihmissilmin erottelukyky
on paras.

Erot RGB-koordinaateissa mittaavat siis paremmin koettua kirkkautta kuin valon
intensiteetin todellista muutosta. Valitettavasti koettu vérierokaan ei suoraan méa-
rdydy RGB-koordinaateista. Seuraavassa kuvassa on véri (100,50, 150) ja kuusi sen
muunnelmaa, joissa kussakin yhté virikoordinaattia on muutettu +50 yksikkoa.
Ainakaan kuvan laatijan silmissd ndiden varien poikkeamat alkuperdisestd eivit
néytd yhtd suurilta! Etdisyys RGB-koordinaatistossa ei siis valitettavasti ldhimain-
kaan vastaa eroa koetussa varissa.

()
Ao
J

b2
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

RGB ja muut viarikoordinaatit

Ihminen ei luonnostaan hahmota vireja punaisen, vihredn ja sinisen yhdistelmin4.
Intuitiivisempia késitteitéd virien kuvailuun ovat sdvy (punainen, violetti, sininen),
kylldisyys (kuinka puhdas véri on suhteessa harmaaseen) ja vaaleus tai kirkkaus
(sen mukaan, puhutaanko pinnasta vai valosta).

Perinteinen variympyrd on mahdollista muodostaa RGB-kuutiosta seuraavasti:
Nostetaan kuutio ensin pystyyn niin, ettd mustasta valkoiseen kulkeva harmaa-
akseli on pystysuorassa. Projisoidaan (pudotetaan) sitten kaikki vérit titéd akselia
vastaan kohtisuoraan tasoon. Koska moni viri — kuten musta ja valkoinen — proji-
soituu samaan kohtaan, taytyy valita, mitkd varit jatetddn ndkyviin. Seuraavassa
kuvassa tasoon on merkitty korkeimmalta pudonneet virit.

Viriympyrédn muodostaminen RGB-kuutiosta

Projektion myoté tasoon on muodostunut sddnnollinen kuusikulmio, jonka kér-
jissd ovat vérit punainen, keltainen, vihred, syaani, sininen ja magenta. Kuusi-
kulmiosta voidaan muodostaa symmetrinen viariympyré pullistamalla jokainen
sisdkkdisistd kuusikulmiosta vastaavan kokoiseksi ympyraksi siten, ettd kuusikul-
mion kérjet pysyvét paikallaan ja kuusikulmion sivuilla tasavilein olleet pisteet
padtyvit tasavdlein ympyran kehille.

Eri sdvyistd 16ytyy variympyrédn ulkokehélti kylldiset versiot ja keskipistettd kohti
kuljettaessa kylldisyys laskee. Symmetrisestd viariympyréstd ei endd erotu, ettd
punainen ja sininen ovat eri pdissd valon aallonpituuteen perustuvaa spektria.
T4ma on sindnsd ymmarrettdvii, silld ihmisaivot eivit saa suoraa tietoa aallonpi-
tuuksista. Viarindon raakadata koostuu kolmen tappisolutyypin signaaleista, joista
mink3 kahden yhdistelma hyvénsé voi jollakin hetkelld olla vallitseva.
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

Virien muunnoksia

Tarkastellaan nyt yhtd RGB-vérid, vaikkapa varid (100, 150, 200). Sen kanssa samaa
sdvyd olevat varit loytyvdat RGB-kuution siséltd kolmiosta, jonka yhtend sivuna on
harmaa-akseli.

(100,150,200)

L 1] .......OOO
9]
(@)

Kun véristd (100, 150,200) liikutaan kohti harmaa-akselia tai siitd poispdin, muut-
tuu ldhinnd koettu vérin kylldisyys. Vastaavasti liikuttaessa ylos tai alas harmaa-
akselin suunnassa valon kirkkaus muuttuu, ja sdvy seké kylldisyys pysyvit suun-
nilleen vakioina. Tahin liittyvat laskutoimitukset ovat harjoitustehtdvini 53 ja
55.

» »

Kolmikosta "kiertokulma”, ”etdisyys harmaa-akselista” ja "korkeus” on johdettu
erilaisia vdrikoordinaattijarjestelmid, kuten HSI, HSV ja HSL (Hue-Saturation-
Intensity/Value/Lightness). Valitettavasti ndméak&én jdrjestelmaét eivét vastaa tés-
maélleen ihmisen kokemusta vérin sdvystd, kylldisyydestd ja kirkkaudesta. Ne ovat
kuitenkin hyvin kéyttokelpoisia ja edelleen laajasti kdytdssd kuvankasittelyohjel-
missa. Esimerkiksi seuraava varikylldisyyden sdité on tehty GIMP-ohjelman HSL-
tyokalulla. My0s tarkempia ja monimutkaisempia avaruuksia vérien hallintaan on
olemassa paljon, esimerkiksi CIE 1931 xyY, CIELAB ja CIELUV.

Valokuvan vérikylldisyyttd vihennetty (vasemmalla) ja liséitty (oikealla)
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

Neljas ulottuvuus: tetrakromaattisuus

Ihmisen kolmenlaisten tappisolujen tuottama vdridata on luonteeltaan kolmiu-
lotteista, ja jos siitd poistetaan kirkkautta ja kylldisyyttd kuvaavat ulottuvuudet,
jéljelle jad yksiulotteinen vérin sdvyd kuvaava dimensio. Sellaista yrittda kuvata
esimerkiksi RGB-vireistd johdetun viariympyran ulkokeha.

G

savy

B

Monella eldimelld on kyky ndhda ultraviolettisiteilyd, ja osalla ndistd eldimista
nidkeminen perustuu neljddn tappisolutyyppiin tai vastaavaan rakenteeseen. Tie-
teellisesti tutkittuja tdllaisia tetrakromaattisia eldimia ovat esimerkiksi kultakala
carassius auratus [36] ja japanilainen ritariperhonen papilio xuthus [29]. On myds
viitteitd siitd, ettd joillakin ihmisilla olisi neljdé erilaista ndkyvén valon alueella
toimivaa tappisolutyyppia [25]. Kirjoitushetkelld ilmi6td tutkittiin aktiivisesti.

Miten vaikkapa kultakala sitten kokee vérit? Tdima on luonnollisesti erittdin vaikea
biologinen kysymys, eikd tarkkaa vastausta tunneta. Pohditaan kuitenkin joitakin
mahdollisuuksia.

Neljd signaalia mahdollistaa neliulotteisen vdriavaruuden. Sielti voisi ajatella 16y-
tyvan kirkkaus- ja kylldisyysdimension lisdksi kaksiulotteinen puhtaiden savyjen
kirjo. T4td kirjoa voisi kuvata esimerkiksi punaisen, vihreén, sinisen ja ultravio-
letin akselin virittimain tetraedrin pintana, jolta l6ytyisi muun muassa ihmisten
havaintokyvyn tavoittamattomissa olevia punaisen ja ultravioletin sekoituksia.

B

U? ‘V G

Analogisesti variympyrédn kanssa edelld kuvatun hypoteettisen véritetraedrin voi-
si pullistaa véripalloksi. Ja jos tappisolutyyppeja olisi viisi, niiden mahdollista-
man viriavaruuden sdvykirjoa voisi yrittda sovitella neliulotteisen hyperpallon
kolmiulotteiselle pinnalle! Ei vain ole mitddn takeita, ettd tdim& matemaattinen
mahdollisuus vastaisi biologista todellisuutta.
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

Harjoitustehtivii

Tehtédvd 52. Tarkastellaan tdssd luvussa esiteltyd RGB-kuutiota, jossa kunkin
padvdrin maksimiarvo on 255. Kuvaan on merkitty puhtaan punaisen ja puhtaan
keltaisen véliin tasavilein kolme muuta vérid. Mitkd ovat niiden RGB-koordinaatit?

G

Vihje s. 106 — [ Toinen vihje s. 127 —>]

Tehtdvad 53. Tutkitaan tarkemmin sivun 57 esimerkkii varin (100, 150,200) muun-
noksista. Jos ndistd koordinaateista lilkutaan suoraan ylos tai alas harmaa-akselin
suunnassa, mikd on korkeimmalla sijaitseva, vield RGB-kuutioon mahtuva véari?
Entd matalimmalla?

(100, 150,200)

Vihje s. 107 — ( Toinen vihje's. 128 — )
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LUKU 6. RGB-VARIT KOORDINAATISTOSSA

Tehtédvi 54. Varikuvan voi muuttaa harmaaksi (eli "harmaasdvykuvaksi”, vaik-
ka teknisesti ottaen harmailla ei ole sdvyd) monella eri tavalla. Yksinkertaisin,
joskaan eilopputuloksen kannalta aina tyylikk&in tapa on korvata jokainen vari
(R, G, B) harmaalla, jonka koordinaatit ovat alkuperdisen vérin R-, G- ja B-arvojen
keskiarvoja. Muunnos on siis

(R.G,B) — R+G+B R+G+B R+G+B
) ) ) 3 3 .

)

3

Osoita, ettd tdimd muunnos vastaa geometrisesti sitd, ettd jokainen vari siirretdan
RGB-kuutiossa kohtisuorasti harmaa-akselille.

Vihje s. 107 — ( Toinen vihje's. 128 — )

Tehtédvd 55. Jatketaan taas sivun 57 esimerkin parissa. Liikutaan harmaa-akselista
kohtisuorasti poispdin vérin (100, 150,200) suuntaan. Mikd RGB-kuution piste on
tdssd suunnassa kauimpana harmaa-akselista?

(100, 150,200)

Vihje s. 107 — ( Toinen vihjes. 129 — )
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7 Ellipsi, hyperbeli ja paraabeli

Ellipsi, hyperbeli ja paraabeli ovat tasokdyrid, jotka tunnettiin jo antiikin mate-
matiikassa. Antiikin suuri geometrikko Apollonius Pergalainen (n. 245 — 190 eaa.)
julkaisi niista syvéllisen tutkielman, Konika, jossa otetaan kdytt66n kiyrien nimet
ja seuraavat madritelmaét.

Ellipsi

Midritelmd. Ellipsi on tasokdyrd, jonka jokaisen pisteen P yhteenlaskettu etdisyys
kahteen polttopisteeseen (F) ja F») on vakio. Tdmén vakion tulee olla suurempi
kuin polttopisteiden vélinen etdisyys.

p p

d; + d» = vakio

Mikali polttopisteet ovat keskenddn sama piste, syntyy ympyrd. Ympyrd on siis
ellipsin erikoistapaus.

Ellipsin voi piirtdd virittdmélld kahden naulan vélille 16ysidn narun ja pitamailla na-
run kynén avulla kirednd piirtimisen aikana. Jotta ellipsin molemmat puolikkaat
saa piirrettyd, kyndn voi joutua vélilld vaihtamaan toiselle puolelle lankaa.
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LUKU 7. ELLIPSI, HYPERBELI JA PARAABELI

On intuitiivisesti selvdd, ettd ellipsin ulkopuolella olevasta pisteestd polttopistei-
siin laskettujen etdisyyksien summa on suurempi kuin kehépisteilld. Perustellaan
tdma tdsmallisesti:

Olkoot ellipsin polttopisteet F; ja F» ja olkoon piste U ellipsin ulkopuolella. Leikat-
koon jana F; U ellipsin kehén pisteessd P. Kolmiosta U PF, ndhdéén, ettd matka
PU + UF, on suurempi kuin P F>, silld kolmion kahden sivun summa on aina kol-
matta sivua suurempi (kolmioepayhtilo). Pétee siis myos UF, + UF, > PF) + PF,.

U

N

Vastaavasti ellipsin sisdpisteistd etdisyyksien summa polttopisteisiin on pienempi
kuin ellipsin kehéltd (tehtdva 61). Kdytimme edellisessi todistuksessa merkintoji
joustavasti: PU viittasi sekd pisteiden P ja U véliseen janaan ettd timin janan
pituuteen. Pituuden voisi merkitd myos esimerkiksi muodossa |PU].

Samoja polttopisteitd kohti on monia erikokoisia ja erimuotoisia ellipsejd sen
mukaan, kuinka kaukana ellipsin kehdn pisteet ovat polttopisteistd.

Kahden pisteen muodostamalla kuviolla on tasossa kaksi symmetria-akselia, joten
ellipsillakin on. Ellipsin kehd erottaa symmetria-akseleista kaksi janaa, joita kut-
sutaan pituuden mukaan isoakseliksi ja pikkuakseliksi. Akselit leikkaavat ellipsin
keskipisteessa.
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LUKU 7. ELLIPSI, HYPERBELI JA PARAABELI

N

=
J

Iso- ja pikkuakselin puolikkaita merkitddn usein kirjaimilla a ja b. Téll6in ellipsin
madritelmissé esiintyva vakio d; + d» on itse asiassa 2a. Voidaan nimittdin tar-
kastella pistettd P, jossa isoakseli leikkaa ellipsin kehén. Jos f on polttopisteiden
etdisyys ellipsin keskipisteestd, saadaan

FP+EP=(f+a)+(a-f)=2a. / a
P
Q

Hyperbeli

Myo6s hyperbeli méiritellddn sen pisteistd P kahteen polttopisteeseen F) ja F»
laskettujen etdisyyksien d; ja d, avulla. Piste P kuuluu hyperbeliin, kun erotuk-
sen d; — d» itseisarvo on tietty positiivinen vakio. Hyperbeli koostuu kahdesta
symmetrisestd haarasta.

p
d
1 ds
° o |d1—d2| = vakio
K F



LUKU 7. ELLIPSI, HYPERBELI JA PARAABELI

Vakion |d» — d; | arvosta riippuen samat polttopisteet madraaviat monta eri hyper-
belia.

>> .

Mitd kauemmas hyperbelin polttopisteistd edetddn, sitd suorempi hyperbeli on.
Hyperbeli ldhestyykin rajatta kahta suoraa, asymptoottia. Tdaman perustelemme
luvussa 8.
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Paraabeli

Paraabeliin kuuluvat ne pisteet, jotka ovat yhta kaukana kiintedsta johtosuorasta
ja sen ulkopuolisesta polttopisteestdi.

Paraabelilla on yksi symmetria-akseli (lyhyemmin paraabelin akseli), joka kulkee
polttopisteen kautta ja on kohtisuorassa johtosuoraa vastaan.

Yllattavaa kylld, kaikki paraabelit ovat yhdenmuotoisia keskenddn. Tdmén voi pe-
rustella sill&, ettd johtosuoran ja sen ulkopuolisen polttopisteen muodostamat
geometriset kuviot ovat keskenddn yhdenmuotoisia. Pisteen ja suoran yhdistelmét
saa nimittdin kuvattua toisikseen yhdenmuotoisuuden siilyttavilld kuvauksilla:
siirretddn ensin polttopisteet pdillekkdin, kierretddn sitten johtosuoraa poltto-
pisteen ympdri oikean suuntaiseksi, ja skaalataan lopuksi polttopisteen suhteen,
kunnes suora on halutulla etdisyydelld. Polttopiste ja johtosuora madrd4vit paraa-
belin, joten myds paraabelit ovat yndenmuotoisia keskendan.
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Optiset ominaisuudet

Ellipsilld, hyperbelilld ja paraabelilla on hyddyllisid optisia ominaisuuksia, ja siksi
niitd kdytetddnkin paljon peilien ja linssien muotoina.

Heijastuslaki

Heijastumislain mukaan tasaisesta peilipinnasta valonsdde heijastuu samassa
kulmassa kuin missé se saapui. Kaarevasta pinnasta valonside heijastuu kuten
tasopeilistd, joka olisi asetettu pinnan tangentiksi. Emme maiérittele tangenttia
tdssd kirjassa tdsméllisesti; se olisi luontevinta tehdd differentiaalilaskennan avulla.

Fysiikan oppikirjoissa tulo- ja heijastuskulmat mééritellddn yleensa suhteessa
pinnan normaaliin (mikd onkin luontevaa, kun késitellidn my6s taittumista),
mutta tdssa tekstissd tarkastelemme valonsiteen ja heijastavan pinnan vilisid
kulmia, kuten kuvissa ylld on merkitty.

Peilistd heijastuva valonsédde toteuttaa Fermat'n periaatteen: valo kulkee lyhyinta
reittid. (Yleisemmin valo kulkee nopeinta reittid, mutta tdsséd yhteydessa nopein
on myos lyhyin, silli emme késittele eri vdliaineita, joissa valon nopeus muuttuu.)
Tarkemmin sanottuna: Kun A ja B ovat kaksi pistettd samalla puolella suoraa
s, lyhyin reitti pisteestd A suoran s kautta pisteeseen B toteuttaa heijastuslain.
Kéidntden patee, ettd heijastuslain mukaisesti kulkeva valonsdde kulkee lyhyinta

reittia.
A A
B B
P s arnP _Aas s
Q T

~az

RPN / A I
sy, B . B

Fermat’'n periaatteen todistus suoralle peilille: Olkoot pisteet A ja B samalla
puolella suoraa s ja olkoon piste Q jokin suoran s piste. Peilataan piste B toiselle
puolelle suoraa s pisteeksi B'. Murtoviivat AQB ja AQB’ ovat yhti pitkit. Lyhyin
reitti APB on siis sellainen, jossa piste P on suoralla AB'. T4lloin yll4 oikealla
olevan kuvan ristikulmat «; ja a, ovat yhtdsuuret, ja peilauksen vuoksi a, = as.
Siis pédtee my0s a3 = aj, joten lyhyin reitti APB toteuttaa heijastuslain. Tdma
lyhyin reitti on myds ainoa heijastuslain mukainen reitti, silli pisteen P siirtdmi-
nen suoralla s kasvattaa toista kulmista a; ja a3 ja pienentié toista. Heijastuslain
mukainen reitti on siis lyhyin.
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Ellipsin optinen ominaisuus

Ellipsin polttopisteestd ldhtevit valonséteet heijastuvat ellipsin kehéstad kohti
ellipsin toista polttopistetta.

Todistus. Tutkitaan valonsddettd, joka kulkee ellipsin polttopisteestd kehén pistee-
seen P. Piirretdén ellipsille pisteen P kautta kulkeva tangentti. Tutkitaan reittejd,
jotka kulkevat yhdestd polttopisteestd timén tangentin kautta toiseen polttopis-
teeseen. Muut tangentin pisteet ovat ellipsin ulkopuolella, joten pisteen P kautta
kulkeva reitti on lyhyin (sivun 62 tulos). Fermat'n periaatteen mukaisesti lyhyin
reitti toteuttaa heijastuslain, joten valonsédde heijastuu pisteestd P ellipsin toiseen
polttopisteeseen.

Edelld esitetty todistus olettaa, ettd pisteeseen P piirretty tangentti ei leikkaa
ellipsid missdédn toisessa pisteessd. Harjoitustehtdvéssi 66 esitetddn tarkempi
todistus, jossa tdmdkin perustellaan.

Paraabelin optinen ominaisuus

Paraabelin akselin suuntaiset valonséteet heijastuvat paraabelin pinnasta kohti
paraabelin (osuvasti nimettyd) polttopistettd. Vastaavasti polttopisteestd ldhtevit
valonsiteet kulkevat akselin suuntaisina heijastuttuaan paraabelista.

A
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Todistus. Olkoon P piste paraabelilla, mutta ei sen akselilla, ja K piste paraabelin
johtosuoralla niin, ettd PK on kohtisuorassa johtosuoraa vastaan. Olkoon kulman
KPF puolittaja s. Koska suorien s ja PK viliset ristikulmat ovat yhté suuret, ku-
vaan alla vasemmalla merkityt kolme kulmaa pisteen P ympdrilld ovat keskenddn
yhtdsuuret. Suoran PK suuntainen valonsdde heijastuu siis suorasta s kohti polt-
topistettd F. Tdytyy vield todistaa, ettd kulmanpuolittaja s on paraabelin tangentti.

-
K

Paraabelin médritelmdn mukaisesti janat PK ja PF ovat yhtd pitkat. Koska kol-
mio PKF on tasakylkinen, sen huippukulman P puolittaja s on my6s kannan KF
keskinormaali. Mikd tahansa suoran s piste Q on siis yhtd kaukana pisteistd F ja
K. Olkoon L pisteen Q projektio paraabelin johtosuoralla. Kun Q # P, kolmiosta
LKQ ndhd&én, ettd QL < QK = QF. Piste Q on siis ldhempénd johtosuoraa kuin
paraabelin polttopistettd, eikd kuulu paraabelille. Koska suoralla s on vain yksi yh-
teinen piste paraabelin kanssa, se on joka paraabelin tangentti, kuten halusimme
todistaa, tai paraabelin akselin suuntainen suora. Tdma jalkimmaéinen vaihtoehto
ei ole mahdollinen, silld suora PK oli akselin suuntainen.

Poikkileikkaukseltaan paraabelin muotoisia eli paraboloidisia peileja hy6édynne-
tddn esimerkiksi lautasantenneissa, spottivaloissa ja autojen ajovaloissa.

Paraboloidisia radioteleskooppeja [59]
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Hyperbelin optinen ominaisuus

Hyperbelikdyran molemmilla puolilla on sama ominaisuus: Hyperbelin yhté polt-
topistettd kohti tulevat valonséteet heijastuvat hyperbelin pinnasta kohti toista
polttopistettd. Jos valonsidteen suunta kddnnetdin, ominaisuus saa seuraavan
muodon: hyperbelin yhdestd polttopisteestd ldhtevat valonsiteet heijastuvat hy-
perbelistd sellaiseen suuntaan, ettd ne néyttivét tulevan toisesta polttopisteesta.

Todistus. Riittda todistaa, ettd kun hyperbelin polttopisteista piirretdén janat sa-
maan hyperbelin pisteeseen, tdhdn pisteeseen piirretty tangentti puolittaa janojen
vélisen kulman. Olkoot hyperbelin polttopisteet F; ja F», ja olkoon piste P hyper-
belin silld haaralla, joka on 1dhempéna polttopistettid F». Oletetaan, ettei P ole
suoralla F; F,. Haluamme osoittaa, ettd kulman F; PF, puolittaja on myds hyper-
belin tangentti. Riittd3 perustella, ettei kulmanpuolittajan pisteitd ole samalla
puolella hyperbelid kuin piste F».

Olkoon Q # P piste kulman F, PF, puolittajalla. Valitaan janalta F; P piste A siten,
ettd PA = PF,. Kolmiot PAQ ja PF,(Q ovat yhtenevét (sks), joten AQ = QF,. Kol-
miosta F; QA ndhdéin, ettd QF; < F1 A+ AQ, eli QF; — AQ < F1 A. Koska AQ = QF,,
saadaan QF, - QF, < ;A = PF, — PA=PF, - PF..

Koska QF) — QF, < PF, — PF,, piste Q ei kuulu hyperbelin tdhdn haaraan. Epayh-
tdlon suunnasta voidaan paditelld, ettd tillainen piste Q on aina eri puolella hyper-
belid kuin piste F,. Alkuperdinen kulmanpuolittaja on siis tangentti.
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Kartioleikkaukset

Ellipsid, paraabelia ja hyperbelid kutsutaan kartioleikkauksiksi, silld ne voidaan
muodostaa leikkaamalla suoran ympyrakartion vaippa sopivasti tasolla, joka ei
kulje kartion huipun kautta. Kun leikkaava taso on kartion reunaa loivempi, leik-
kauskuvio on muodoltaan ellipsi.

Jos taas leikkausjana on tdsmaélleen kartion sivujanan suuntainen, leikkauskuvio
on paraabeli, kuten kuvassa alla vasemmalla.

Kun leikkaava taso on kartion pintaa jyrkempi (tai periti kartion symmetria-
akselin suuntainen), leikkauskuvio on hyperbeli, kuten kuvassa ylld oikealla. Hy-
perbelin toinenkin haara muodostuu, kun kartion paélle asettaa ylosalaisin ident-
tisen kartion niin, ettd kartioiden symmetria-akselit yhtyvat.

Ei tietysti ole itsestddn selvdd, ettd leikkauskuviot ovat juuri ellipsi, paraabeli
ja hyperbeli. Varsinkin ellipsin tapauksessa tulos voi tuntua yllattavalta: miksi
leikkauskuvio ei olisi epdsymmetrinen, kananmunan muotoinen? Tulokset voi
todistaa elegantisti kdyttden niin sanottuja Dandelinin palloja (Germinal Pierre
Dandelin, 1794-1847). Kdy nimittdin niin miellyttavasti, ettd kun kartion sisdlla
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oleva pallo sivuaa sopivasti kartion pintaa ja kartiota leikkaavaa tasoa, pallon ja
tason yhteinen piste on leikkauskuvion polttopiste. Todistetaan tdma4 ellipsin ja
paraabelin tapauksissa. Hyperbelin tapaus on harjoitustehtdviani 65. Kdytamme
seuraavaa aputulosta: pallon ulkopuolisesta pisteestd P pallolle piirretyt tangentit
sivuavat palloa pisteissd, jotka ovat keskenddn yhta kaukana pisteesta P.

P /
—

Ellipsi kartioleikkauksena, todistus. Leikataan suora ympyrékartio tasolla, jo-
ka leikkaa kartion korkeusjanan suuremmassa kulmassa kuin kartion sivujana.
Asetetaan kaksi palloa sivuamaan kartion vaippaa ja leikkaustasoa, yksi kartion
kérjen puolelle tasoa ja toinen toiselle puolelle. Palloilla on siis kummallakin yksi
yhteinen piste leikkaustason kanssa (pisteet Fj ja F»), ja pallojen sivuamispisteista
kartion vaipan kanssa muodostuu kaksi ympyraa.

Tarkastellaan kartion ja tason leikkauspinnan mielivaltaista pistettd P. Piirretddn
kartion kdrjen K kautta suora K P, joka leikatkoon pallojen ja kartion sivuamisym-
pyrit pisteissd A ja B.Janan AB pituus on pisteen P valinnasta riippumaton vakio.
Nyt kuitenkin janat PA ja PF) ovat yhtd pitkit, silld ne ovat pallon ulkopuolisesta
pisteestd tangenttipisteeseen kulkevia janoja. Vastaavasti PB = PF», joten saadaan

PF, + PF, = PA+ PB = AB = vakio.

Leikkauskdyra on siis ellipsi, jonka polttopisteet ovat F ja Fo.
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Paraabeli kartioleikkauksena, todistus. Tutkitaan suoraa kartiota, jonka huippu
on K, ja jota leikkaa kartion sivujanan suuntainen taso. Sovitaan, ettd kartion
symmetria-akseli on pystysuorassa. Olkoon tason ja kartion leikkauskéyran ylin
piste H. Tutkitaan nyt leikkauskdyrdn mielivaltaista pistettd A, joka ei ole sama
kuin H. Piirretddn pisteen A kautta vaakasuora ympyra kartion vaipalle. Olkoon
tdmén ympyrin ja leikkauskdyridn toinen yhteinen piste A’ ja leikatkoon suora
K H timin ympyrin pisteessi C. Olkoon janan AA’ keskipiste M. Leikkauskdyra
on symmetrinen suoran HM suhteen.

Lisatddn nyt kuvioon Dandelinin pallo, joka sivuaa kartoin vaippaa ympyrad pitkin
ja leikkaustasoa yhdessd pisteessd F. Symmetriasyistd F on janalla HM. Jatketaan
janaa F H oman pituutensa verran pisteeseen S, ja piirretdin sen kautta leikkaa-
vaan tasoon suora s, joka on kohtisuorassa suoraa HM vastaan. Olkoon X pisteen
A projektio suoralla s. Nyt haluaisimme osoittaa, etté leikkauskédyrd on paraabeli,
jonka polttopiste on F ja johtosuora s. Riittd4 osoittaa, ettd AF = AX.

Olkoot janojen AK ja DK leikkauspisteet Dandelinin pallon ja kartion vaipan
leikkausympyréan kanssa B ja D. Nyt AF = AB, koska janat ovat pallon tangentti-
janoja ja kiertosymmetrian vuoksi AB = CD. Koska taso leikkasi kartiota kartion
sivujanan suuntaisesti, kolmion HMC kantakulmat ovat yhtdsuuret ja HC = HM.
Lisdksi HD = HF = HS, koska HF ja HD ovat pallon tangenttijanoja ja HS valit-
tiin yhté pitkdksi kuin HF. Pétee siis CD = M S, koska nédiden janojen osat ovat
yhtéd pitkét keskenddn. Lopulta AX = MS, silld AMSX on suorakulmio. Koottuna

AF=AB=CD=CH+HD=MH+HS=MS=AX,

joten leikkauskdyra on paraabeli, jonka polttopiste on F ja johtosuora s.
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Newtonin mekaniikka ja kartioleikkaukset

Newtonin painovoimalain mukaan kappaleiden vilinen painovoima on kiddntden
verrannollinen kappaleiden etdisyyden nelioon. Tédstd seuraa (hieman mutkik-
kaalla laskulla, jota emme kisittele tdssd, katso esimerkiksi teos [18]), ettd jos
systeemissi on vain kaksi kappaletta, niiden radat ovat kartioleikkauksia, elleivit
kappaleet ole suoralla torméyskurssilla.

Aurinkoa vinosti ldhestyvdn asteroidin rata riippuu sen alkunopeudesta. Jos no-
peus on riittdvéan suuri, asteroidi ohittaa auringon eikd koskaan palaa. T4ll6in
rata on muodoltaan hyperbeli. Jos taas alkunopeus on riittdvéan pieni, asteroidi
jad aurinkoa kiertéville ellipsiradalle, tai torm&da aurinkoon, mikéli rata kulkee
auringon pinnan sisdén. Ja jos nopeus on juuri hyperbeli- ja ellipsitapauksia erot-
tavalla rajalla, rata on paraabeli (paksu kdyréd alla). Kaikissa kolmessa tapauksessa
ratakdyrdn polttopiste sijaitsee auringon keskipisteessd.

Tarkemmin sanottuna kahden kappaleen systeemissd molemmat kappaleet liik-
kuvat ratoja, joiden polttopisteend on kappaleiden massakeskipiste. Esimerkiksi
Aurinko ja Jupiter kiertavét ellipsiratoja pitkin pistettd, joka on hieman auringon
pinnan ulkopuolella. Maan ja Kuun massakeskipiste on Maan sisilld, keskimé&érin
4700 km péadssi keskipisteestd.

Planeettojen ja muiden kappaleiden radat aurinkokunnassamme eivit toki ole ai-
van tarkasti ellipsejd, silld aurinkokunta ei ole kahden kappaleen systeemi. Muiden
planeettojen aiheuttama painovoima aiheuttaa pienid poikkeamia. Esimerkiksi
planeetta Neptunuksen olemassaolo ja varsin tarkka paikka onnistuttiin ennus-
tamaan vuonna 1845 sen Uranuksen rataan aiheuttamien hiirididen avulla. On
my0s muistettava, ettd Newtonin painovoimalaki kuvaa painovoimaa vain liki-
main. Yleisen suhteellisuusteorian ennusteiden erot Newtonin mekaniikkaan ovat
pienid, mutta ne tdytyy huomioida esimerkiksi Merkuriuksen radan selittdmiseksi.
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Harjoitustehtivii

Tehtédvd 56. Kun vuohen kiinnittd4 tolppaan narulla, vuohi voi laiduntaa alueella,
jota rajoittaa ympyrad. Miten vuohi tulisi kiinnittd, jotta alue olisi muodoltaan
ympyrastd poikkeava ellipsi?

Vihje s. 107 —

Tehtdvd 57. Paraabeliin kuuluvat ne pisteet, jotka ovat yhtd kaukana polttopistees-
td F ja johtosuorasta s. Miten paraabelin voisi hahmotella seuraavan apukuvion
avulla? /

Vihje s. 108 — (Toinen vihje's. 129 — )

Tehtidva 58. Ellipsin kuvaajan voi hahmotella kdyttden ympyroitd, joiden keski-
pisteissd on ellipsin polttopisteet. Yksi ellipsin kehén piste on jo merkitty. Miten
ellipsin voisi piirtdd loppuun?

Vihje s. 108 —

Tehtidvid 59. Edellisen tehtdvin kuvan avulla voi piirtdd myos hyperbelin. Poltto-
pisteet ja hyperbelin yksi piste on jo merkitty. Piirrd hyperbeli loppuun.

Vihje s. 108 —
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Tehtivd 60. Olkoon ellipsin isoakselin puolikkaan pituus a, pikkuakselin puo-
likkaan pituus b (misséd b # a), ja polttopisteen etdisyys ellipsin keskipisteesti f.
Osoita, etta f2 +b% = a2,

Vihje s. 109 — ( Toinen vihje s. 130 —>)

Tehtdvid 61. Osoita, ettd ellipsin kehén sisdpuolella olevista pisteistd polttopistei-
siin laskettu etdisyyksien summa on pienempi kuin ellipsin kehin pisteilla.

Vihje s. 109 — ( Toinen vihje s. 130 —>]

Tehtdva 62. Optisissa laitteissa tarvitaan erilaisia peileji erilaisiin tarkoituksiin.
Minkd muotoinen peili tarvittaisiin kussakin tapauksessa, jotta saataisiin aikaisek-
si seuraavat valonsiteiden kulut?

h<—
P /1]
a) . b) e
A/
C)e )

Vihje s. 109 —
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Tehtiivd 63. Fermat’'n periaate. Sivulla 66 esiteltiin Fermat'n periaate ja todis-
tettiin, ettd lyhyin reitti pisteestd A suoran s kautta pisteeseen B toteuttaa heijas-
tuslain. Todista yhteys toisella tavalla: Oleta, ettd pisteestd A ldhteva valonsdde
heijastuu heijastuslain mukaisesti suoran s pisteestd P pisteeseen B, ja todista,
ettd piste P on suoran s pisteistd se, jolle murtoviiva APB on lyhyin.

A

Vihje s. 109 — ( Toinen vihje s. 130 —>)

Tehtédva 64. Todista paraabelin polttopisteominaisuus kdyttden Fermat'n periaa-
tetta.

Vihje s. 109 — ( Toinen vihje s. 131 —>)

Tehtédvid 65. Osoita Dandelinin pallojen avulla, ettd kuvan mukaisen kahden kar-
tion muodostaman pinnan ja tason leikkauskuvio on hyperbeli, kun leikkaustaso
ei kulje kartioiden yhteisen huipun kautta, ja leikkaustaso on kartion sivujanaa
jyrkempi, eli se leikkaa molempien kartioiden vaippoja.

Vihje s. 110 — ( Toinen vihje s. 131 —>]
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Tehtédva 66. Todistetaan ellipsin optinen ominaisuus seuraavalla paéattelylld: Ol-
koot ellipsin polttopisteet F ja F» seki P ellipsin kehdn piste. Jatketaan janaa F) P
pituuden PF, verran pisteeseen Fj3. Piirretddn tasakylkisen kolmion PF, F3 huip-
pukulmalle P kulmanpuolittaja s, joka kolmion tasakylkisyyden vuoksi on janan
F, F3 keskinormaali. Kuvaan merkityt kulmat pisteen P ympérilld ovat keskendin
yhtd suuria (perusteluna ristikulmat ja kulmanpuolittaja), joten valonsdteen reitti
F, PF, vastaa heijastumista suorasta s.

Tarvitsee endd todistaa, ettd suora s on itse asiassa ellipsin tangentti, eli ettd suoran
s muut pisteet kuin P ovat ellipsin ulkopuolella. Viimeistele todistus.

Vihje s. 111 — ( Toinen vihje s. 132 —>]

Tehtdva 67. Osoita, ettd jos ellipsilld ja hyperbelilld on samat polttopisteet, ndma
kayrit leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

Vihjes. 111 — ( Toinen vihje s. 132 —>]
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8 Kartioleikkaukset koordinaatistossa

Ellipsejd, paraabeleja ja hyperbelejad on luonnollista tarkastella koordinaatistos-
sa. Nditd tasokdyrid kuvaavat yhtdlét ovat mukavan yksinkertaisia, kun kdyrien
symmetria-akselit asetetaan koordinaattiakselien suuntaisesti.

Paraabelin yhtédlon johtaminen sen geometrisestd madritelmasté 1ahtien on suh-
teellisen lyhyt lasku, mutta ellipsin ja hyperbelin tapauksessa sieventdmistd on
jonkin verran enemman.

Paraabelin yhtilo

Paraabeli on niiden pisteiden joukko, jotka ovat yhtd etdilld kiinte&dsta polttopis-
teestd ja johtosuorasta. Jos polttopiste on (0, f) ja johtosuora y = — f, paraabelin

pisteen (x, y) etdisyys polttopisteeseen on d; = \/x% + (y - f)2 ja johtosuoraan

dy=|y=(=f)=y+1l

% (x,7)
(0.f) ¢

(0,0) l X

Ehto d; = d5 nelioimilld saadaan

(\/x2+(y—f)2)2 =|y+f|*

Xty -2yf+fP=y +2fy+ f*

X’ =4fy
L,
y—ﬁx .

1

2 recs g — L
,missd a = 37 .

Téllaisen paraabelin yhtilo on siis tuttua muotoa y = ax
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Ellipsin yhtilo

Ellipsi koostuu niisté tason pisteistd (x, y), joiden yhteenlaskettu etdisyys kahteen
polttopisteeseen on vakio 2a, joka on polttopisteiden vélisti etdisyyttd suurempi.
Tarkastellaan tilannetta, jossa polttopisteet ovat kohdissa (- f,0) ja (f,0).

y
(x,y)

] 2

(-1£,0) (r0) ) x

Kun etidisyydet d; ja d, lasketaan Pythagoraan lauseella, saadaan

dlz\/(x_(_f))ZWZZ\/(x+f)2+y2 ja dy=1/(x-f)"+y2

Jotta nelidjuurista pédstiisiin eroon, pyritdin sieventdmaiin ellipsin mééritelméan
ehto d; + d» = 2a muotoon, jossa esiintyisivit lausekkeet df ja dzzz

d1+d2:261 ||—d2
dy =2a-dp 110)?
d: =4a*-4ad,+d? || +4ad, - d?
dad, = 4az+d2 df [1()2

16a%d? = (44 +d2 d2)’.
Kun muistetaan, ettd d2 =(x + f)*+y? ja d? =(x— f)*+)?2, voidaan jatkaa:
16a* ((x—f)2 +y2) = (4a2 + ((x—f)2+y2) - ((x+f)2+y2))2
16a* (x* —2xf + f2 +y* (4a + X2 =2xf+ fP+ P — (P +2xf+fP+y ))2

)=
16a* (x* —2xf + f2+ %) ( a —4xf)
)=

16a* (x* —2xf + f2 +y* l(czz—xf)2 [|:16
a’x* —2a*xf +a*f* + a’y* = a* - 2a’x f + x* f*
- PP aty  =at - af f?
(a% - f2) 22+ a’y? = a*(a® - f2),
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ja jakamalla lopuksi puolittain tekijalld a®(a® — f?) saadaan

Ellipsin mééaritelmédn mukaan 2a>2f, joten luku a® — f? on positiivinen, ja sité
voidaan siis merkitd a? — f2 = b? jollakin sopivalla luvulla b. T#llaisen ellipsin
yhtéloksi saadaan siis

x2 y2

+ﬁ=1.

Kun y =0, tiytyy olla x = +a, ja kun x = 0, tiytyy olla y = +b. Ellipsi leikkaa siis
koordinaattiakselit pisteissd ( + a,0) ja (0,£b), joten a ja b ovat ellipsin akselien
puolikkaiden mitat.

y
0,b) x_2+y_2 .
a? b2
b
‘\ | .

Hyperbelin yhtilo

Hyperbeli koostuu niistd tason pisteistd, joiden kahteen kiinted4n polttopisteeseen
laskettujen etdisyyksien d; ja d» erotuksen itseisarvo on positiivinen vakio 2a,
joka on polttopisteiden vilistd etdisyyttd pienempi. Tutkitaan hyperbelid, jonka
polttopisteet ovat (- f,0) ja (f,0).

(x, )
/d2 )dl - d2| =2a

(f0)  x
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Etdisyydet d; ja d» polttopisteistd hyperbelin pisteeseen (x, y) ovat samat kuin
ellipsin tapauksessa:

di=\/(x+f)+y? ja do=\/(x—f) +)2.

Itseisarvolauseke |d; — dy| on joko d) — d» tai —d; + d» sen mukaan, kumpi etéi-
syyksistd d; ja d» on suurempi. Molemmat tapaukset voidaan kattaa kirjoittamalla
|dy — do| = +d; F d, missd ylemmait merkit tarkoittavat ensimmadista tapausta ja
alemmat toista. TyOstetddn nyt hyperbelin miiritelmén yhtaloa:

ldy — do| = 2a [l x| =
+dy ¥dy =2a EX7
+d) =2a+dy 110)?
d: =4a*+4ad, +d; || Fdad, —d?
Fdad, = 4612+d2 df [1()?

2
16a*d? = (4a® +d2 dz)

Tdma4 on tdsmélleen sama yhtild kuin ellipsin tapauksessa edelld! Saman sieven-
nyksen jdlkeen pdddytdédn siis yhtdlo6on

Mika ellipsien ja hyperbelien ero siis onkaan? Taytyy muistaa, ettd hyperbelien
tapauksessa a < f, eli luku a? — f? on negatiivinen. Kirjoitetaan sen paikalle
negatiivinen luku —b?, missé positiivinen b on valittu sopivasti. Origokeskiselle
hyperbelille, jonka polttopisteet ovat x-akselilla, saadaan siis yhtéloksi

x2 y2

2 pr "

Luvun a rooli on selvd: kun y = 0, hyperbelin yhtdlostd saadaan x = +a kuten
ellipsinkin tapauksessa. Hyperbeli kulkee siis pisteiden (—a,0) ja (a, 0) kautta.

Vakion b rooli ei ole yhtd suoraviivainen. Sen ymmartdmiseksi ratkaistaan y hy-
perbelin yhtdlostd ja muokataan lauseketta sopivasti:

2 2 / /
a? b2 b a? a2 x2 Ial
1__
a \/ x2

Mitd suurempi x on itseisarvoltaan, sitd ldhempéna lauseke /1 — Z—; on ykkosta.

y

Kaukana origosta hyperbeli 1dhestyy siis suoria y = %x jay= —%x. N&dmé suorat
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ovat hyperbelin asymptootteja. Kulmakerroin 2 tarkoittaa, ettd hyperbelin keskelle
voi hahmotella 2a x 2b-suorakulmion, jonka kédrkien kautta asymptootit kulkevat.

Hyperbeli ja sen asymptootit

Kierrot ja siirrot koordinaatistossa

Ellipsit, hyperbelit ja paraabelit voivat luonnollisesti sijaita muuallakin kuin ori-
gon ldheisyydessd ja kdyrien symmetria-akselien ei tarvitse olla koordinaattiakse-
lien suuntaisia. Tarkastellaan siis, miten kdyrien yhtdlot muuttuvat, kun kuvioita
siirretddn tai kierretddn.

Mikadli kdyrdn sijaintia x y-koordinaatistossa halutaan muuttaa x-suunnassa mia-
rélld xo ja y-suunnassa maarilld yy, tulee kdyrin yhtildssd korvata jokainen muut-
tuja x lausekkeella x — xj ja jokainen muuttuja y lausekkeella y — yp. Jos nimittdin
piste (c, d) toteuttaa alkuperdisen yhtilon, piste (c+ xg, d + o) toteuttaa muokatun
yhtédlon.

(x-x0)?  (¥-y0)?
y 7 > =1
(C+X(),d+y0) a b

b

Yo+ x=y .
(e.d) 2 ! G, yo)

i

82




LUKU 8. KARTIOLEIKKAUKSET KOORDINAATISTOSSA

Tarkastellaan edellistd ajatusta yleisemmin. Jos jonkin yhtdlon méaiaradmaia ta-
sokdyrdd halutaan muokata toisenlaiseksi geometrisella kuvauksella g, kuten
siirrolla, skaalauksella, kierrolla, peilauksella tai muulla vastaavalla, voidaan en-
sin tarkastella, miten kuvaus muuttaa kdyrédn yksittdisen pisteen (x, y) sijaintia.
Jos pisteen (x, y) tulisi siirtyd paikkaan (x, '), merkitdan g [(x, y)] = (x,y) tai

(x,y) & (x',y). Kééinteinen kuvaus g~! puolestaan palauttaisi pisteen (x',)’) ta-

-1
kaisin pisteeksi (x, ), eli (x,y) S— (x', ).

y (x/,yl)

(x,¥)

Koska pisteen (x, y) koordinaatit toteuttavat alkuperdisen yhtdlon, sijoittamalla
niiden paikalle (x,y) = g~ ! [(x’,)')] saadaan muokattu yhtl®, jonka piste (x',y')
toteuttaa halutusti.

Kéytetddn niitd merkintoji tapauksessa, jossa haluamme kaksinkertaistaa origo-
keskisen ympyrin x? + y? = 32 siteen. Kuvauksen g tulisi kaksinkertaistaa kiyran
pisteiden x- ja y-koordinaatit, eli (x, y) 8, (2x,2y) = (x/,y'). Kdénteinen kuvaus

S
olisi (x', ') LA (x?, y?) = (x,y). Ympyrin yht#lossi tulee siis korvata x lausek-

keella x?’ jay lausekk;aella y?/?: jotta saadaan suurennetun ympyrén pisteitd (x', y')
kuvaava yhtil6: (’%) + (%) = 32, Muuttujien x’ ja y’ pilkut olivat mukana vain
kirjanpitoa varten, joten lopullinen yht&l6 voidaan kirjoittaa ilman niita:

y
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Tutkitaan seuraavaksi kiertoja. Olkoon piste (x, y) etdisyyden r pddssi origosta ja
kulmassa a positiiviseen x-akseliin nihden. Kierretdédn pistettd (x, y) kulman 6
verran vastapdivadn pisteeksi (x’, ). Oletetaan aluksi, ettd molemmat pisteet ovat
positiivisten koordinaattiakselien maaradmaéssa tason neljinneksessa. Seuraavan
kuvan suorakulmaisista kolmioista ndhdéén, ettd x = rcosa, y = rsina, x' =
rcos(a+0)jay =rsin(a+0).

y (x',y)

r (x,¥)

0
a

I

!
|
|
!
!
|
|
|
|
:
|
1

X
Sinin ja kosinin summakaavojen (jotka perustellaan Pitkdin matematiikan lisdsivu-
jen 5. osassa [50]) avulla saadaan

x' =rcos(a+6)=r(cosacosf —sinasinf) = cos (0)x —sin (0) y
y' =rsin(a+0) = r(sinacosf + cosasinb) = cos (0)y + sin () x.

Jos taas kierretddn myotapdivadn, uusi kulma on a — 0, ja saadaan

x' =rcos(a—0)=r(cosacosf +sinasinf) = cos (0)x +sin (8) y
y' =rsin(a—0) = r(sinacosf — cosasinb) = cos (6) y — sin (6) x.

Koottuna saadaan:

Kierto vastapaividan Kierto myotapaiviaan
x' =cos(0)x — sin(0)y x'= cos(@)x +sin(@)y
¥y =sin(@)x + cos(@)y ¥y =—sin(@)x + cos(0)y

Kun sini ja kosini yleistetddn yli 90° kulmille, edelliset laskut pétevit, olivatpa
a ja 0 millaisia kulmia hyvédnsa. Tdhén liittyva teoria késitellddn kirjasarjamme
viidennessad osassa. Kiertojen kaavat patevit siis yleiselle kulmalle 6.

Sovelletaan nyt kiertoja. Milta néayttad vaikkapa vinossa olevan paraabelin yhta-
162 Tarkastellaan paraabelia y = x? ja kierretdn sitd 45° myotdpadivaan. Silloin
alkuperdisten muuttujien x ja y lausekkeet saadaan kiertimélla uuden paraabelin
pisteitd (x’, ') vastapdivdan:

X =cos(45°)x’ — sin(45°)y’
y =sin(45°)x" + cos(45°)y'.
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Sijoitetaan lukuarvot sin45° = % = cos45°, jotka voidaan péitelld suorakulmai-

sesta kolmiosta, jonka sivut ovat 1, 1 ja v/2. Paraabelin yht4lé6 muuttuu seuraavasti:

po Mt 1 Ly:(ix_iy)z
NNV WA
1 1 1 1
AT A A VA I

2 2
0= %xz—\/ixwa%yz—x—y.

Piirretddn alkuperdinen ja kierretty paraabeli:

y

o

<
I
w

%xz—\/_xy+£y -x-y=0

Vinon paraabelin yhtilé on kovin erindksinen kuin alkuperiinen yhtils y = x2.
Uusi yhtél6 on kuitenkin toisen asteen polynomiyhtild, kuten alkuperdinenkin.
T4ama4 pétee itse asiassa kaikille muillekin paraabeleille, ellipseille ja hyperbeleille.
Olemme jo néyttdneet, ettd tietyissd erikoistapauksissa ndiden kdyrien yhtdlot
ovat toista astetta. Kdyrit voidaan muuntaa mihin tahansa asentoon, kokoon ja
paikkaan yhdistdmallad sopivasti seuraavia muunnoksia:

Siirto Peilaus y-akselin suhteen
(X, y) = (x+ X0,y + yo) (X, )= (=x,¥)

Skaalaus origon suhteen Kierto origon ympiri
(x,y) — (kx, ky) (x,) — (cos(@)x—sin (@) y, cos(@)y+sin(0)x)

Esimerkiksi kierto mielivaltaisen pisteen ympdari saadaan yhdistelmailla siirzo
origoon—kierto-siirto takaisin. Koska mikdén edelld mainituista muunnoksista
ei nosta polynomiyhtédlon astetta, kaikki tason ellipsit, hyperbelit ja paraabelit
voidaan esittdd toisen asteen polynomiyht&l6illa.
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Tastd tuloksesta herda luonnollinen kysymys: péateekd sama myds toisin pdin?
Kuvaako jokainen kahden muuttujan toisen asteen polynomiyhtilo ellipsid, pa-
raabelia tai hyperbelid? Vastaus on kielteinen.

Toisen asteen tasokayriit

Toisen asteen tasokdyrd madritellddn joukkona x y-tason pisteitd, jotka toteuttavat
yhtdlon muotoa
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0,

missd A, B, C, D, E ja F ovat reaalilukuja, ja ainakin yksi luvuista A, B tai C on
nollasta poikkeava. Voidaan todistaa, ettd jokainen toisen asteen tasokdyrd on
yhtd seuraavista seitsemadsti tyypistd.

ellipsi (sis. ympyrit) paraabeli hyperbeli
piste yhdensuuntaiset suorat leikkaavat suorat
tyhja

Emme esitd tdmin luokittelun todistusta tdssi. Todistuksen pddajatuksena olisi,
ettd ristitermin xy kerroin B saadaan muutettua nollaksi sopivalla koordinaatis-
ton kierrolla, minka jalkeen muuttujia x ja y siséltdavit termit voidaan tdydentda
nelioiksi erikseen. Yksityiskohtaisempi kasittely 16ytyy esimerkiksi sivustolta [56].
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Kartioleikkaukset ovat toisen asteen tasokiyrii

Tarkastellaan vield analyyttisen geometrian keinoin kolmiulotteista tilannetta, jos-
sa taso 7 leikkaa kaksoiskartiota, joka on muodostettu peilaamalla d4rettdman
suoran ympyrdkartion vaippa sen kérkipisteen suhteen. Tason 7 yhtil6 on ylei-
sessd muodossa ax + by + cz+ d = 0. Sijoitetaan kaksoiskartion kirki origoon,
ja valitaan sen symmetria-akseliksi z-akseli, jolloin kartion x y-tason suuntaiset
poikkileikkaukset ovat ympyroiti, joiden yhtilst ovat muotoa x? + y? = r2. Side r
kasvaa tasaisesti origosta etddnnyttiessd, eli r = k|z|, missd k on jokin positiivinen
vakio. Koko kaksoiskartion yhtiloksi saadaan siis x? + y? = k?z2.

z

P4yt = k222

ax+by+cz+d=0

Tason ja kaksoiskartion leikkauskédyrad saadaan ratkaisemalla ndiden pintojen
yhtdl6iden muodostama yhtédlopari. Koska tason yhtdlé on ensimmadisti astetta ja
kaksoiskartion yhtdl6 toista astetta, leikkauskdyran yhtdld on kolmen muuttujan
X, y ja z toisen asteen polynomiyhtalo.
Tehd&dan kuviolle seuraavat muunnokset:

1. Siirretddn x-akselin ja tason 7 leikkauspiste P origoon.

2. Kierretddn kuviota kuvan kulman a verran z-akselin ympdri, jotta tason 7 ja

xy-tason leikkaussuora kiertyy x-akseliksi.

3. Kierretddn kuvan kulman g verran x-akselin ympdri, jotta taso 7 kiertyy

Xy-tasoon.
Ndin on saatu leikkauskdyra siirrettyd x y-tasoon. Koska kédytetyt muunnokset eivit

nosta polynomiyhtédlon astetta, lopputulos on muuttujien x ja y toisen asteen
polynomiyhtdl6. Kaikki kartioleikkaukset ovat siis toisen asteen tasokéyria. Kaikki
toisen asteen tasokdyrit eivit kuitenkaan ole kartioleikkauksia (tehtédva 72).
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Eksentrisyys

Eksentrisyys tarjoaa miellyttdvin yhtendisen tavan kuvata ellipsejd, hyperbele-
ja ja paraabeleja, ja toisinaan tdma ldhestymistapa valitaankin ndiden kédyrien
madritelméaksi.

Tutkitaan tasokédyrid, jonka jokaisen pisteen P etdisyys kiintedstd polttopisteestd
F on e-kertainen pisteen P etdisyyteen johtosuorasta s verrattuna.

Ehdosta dZ = e?d? voidaan péételld, ettd kdyrd on toisen asteen tasokdyréd. Lukua
€ kutsutaan kédyrin eksentrisyydeksi. Kun € = 1, kyseessd on paraabelin méaritelma.
Kun taas 0 < € < 1, syntyvd kdyrd on ellipsi, ja kun € > 1, syntyvé kdyrd on hyperbeli.
Tdmén todistaminen on harjoitustehtdviana 78.

Koska suoran ja sen ulkopuolisen pisteen muodostamat kuviot ovat keskendin
yhdenmuotoisia, my6s saman eksentrisyyden kartioleikkaukset ovat keskendan
yhdenmuotoisia. Kdy ilmi, ettd ellipsin eksentrisyys kuvaa sen polttopisteiden
vilisen etdisyyden ja isoakselin pituuden suhdetta (tehtdva 79). On siis luontevaa
sopia, ettd ympyrédn eksentrisyys on nolla.
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Harjoitustehtivii

Tehtivid 68. Johda ellipsin yhtild kdymaélld kynén ja paperin kanssa ldpi sivulta
79 alkava todistus, eli osoita, ettd yhtdlo

Vi 1 o =2
missd a > f > 0, sievenee muotoon

xZ J/2

PR S——
aZ a2_f2

1.

Vihjes. 111 —

Tehtidvid 69. Origokeskisen ellipsin isoakseli on x-akselilla ja pikkuakseli y-akselilla.
Pisteet (4,0) ja (0, 3) ovat ellipsilla. Mika on ellipsin yht#l6? Missa ellipsin poltto-
pisteet sijaitsevat?

Y 4 (0,3)

(4,0)

Vihjes. 111 — ( Toinen vihje s. 132 —>]

Tehtidvd 70. Hyperbelin asymptootit ovat y = 2x ja y = —2x. Mairitd hyperbelin
yhtdlo, kun hyperbelille kuuluu piste

a) (2,0 b) (0,2).

Vihje s. 112 — ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtdvd 71. Madritd paraabelin yhtélo, kun sen polttopiste on origo ja johtosuora
xX+2y=>5.

Vihje s. 112 — ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtidvid 72. Vertaa sivun 86 toisen asteen tasokdyrid sivun 87 kuvaan kartioleik-
kauksista. Minka tyyppisid toisen asteen tasokdyrii ei voi esittda kartioleikkauk-
sina? Oletetaan, ettd kaksoiskartion vaippa jatkuu kumpaankin suuntaan vailla
loppua.

Vihje s. 112 — ( Toinen vihje s. 133 —>)
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Tehtiivd 73. Kirjoita muodossa Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 toisen asteen
yhtdlo, jonka ratkaisujoukko on

a) piste (2,-3)
b) suorat y=xjay=-2x+1
c) pelkkd suora y = x.

Vihje s. 112 — (Toinen vihje's. 133 — )

Tehtiiva 74. Olkoon P piste, jonka etdisyydet suoriin y =1, y=—-1, x=2jax = -2
ovat d, d», ds ja ds. Minkd kuvion muodostavat sellaiset pisteet P, joille pdtee
di+d;+d5+d;=16?

d4 P dS

Vihje s. 112 — ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtéivid 75. Ympyrdd venytetddn yhdessd suunnassa k-kertaiseksi. Osoita, ettd
lopputulos on ellipsi.

kr

Vihje s. 112 — (Toinen vihje's. 133 — )

Tehtivi 76. Perustele sopivan skaalauksen avulla, etti yhtildiden y = ax? kuvaa-
mat paraabelit ovat yhdenmuotoisia keskenéén, kun a on positiivinen reaaliluku.

Vihje s. 112 — [ Toinen vihje s. 134 —>)
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Tehtidvd 77. Osoita sopivan koordinaatiston kierron avulla, ettd kdyrd y = % on
hyperbeli. Kuinka etdilld sen polttopisteet ovat toisistaan?
y

Vihje s. 112 — ( Toinen vihje s. 134 —>)

Tehtédvd 78. Eksentrisyys. Tutkitaan tasokdyrdd, jonka jokaisen pisteen P etdisyys
kiintedstd polttopisteestd F = (c,0) on € kertaa pisteen P etdisyys y-akselista. Tédssd
¢ # 0 on reaaliluku. Osoita, ettd kun 0 < € < 1, tasokdyri on ellipsi, ja kun € > 1,
tasokdyrd on hyperbeli. Missd tasokédyran keskipiste sijaitsee?

y
p
dl dz = €d1
yz
(c,0) X

Vihjes. 113 — ( Toinen vihje s. 134 —>)

Tehtiiva 79. Jatkoa tehtdvadn 78. Osoita, ettd ellipsin, joka ei ole ympyrd, eksentri-

syys € on ellipsin polttopisteiden vélisen etédisyyden ja ellipsin isoakselin pituuden

. 2f _f v . e e T7ae N e
suhde, eli € = 5= = - (Témén vuoksi on luontevaa médritelld, ettd ympyrélle

2a
e=0.)
Y
U

Vihje s. 113 — ( Toinen vihje s. 135 —>)
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Tehtédvi 80. Paraabelin johtosuoran mielivaltaisesta pisteestd piirretddn paraabe-
lille tangentit. Osoita, ettd tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vasten.

Vihjes. 113 — ( Toinen vihje s. 135 —>]

Tehtivd 81. Olkoon p nollasta poikkeava reaaliluku, piste A = (-4p,0), sekd
P ja Q paraabelin 2px = y? pisteet, jotka sijaitseva paraabelin akselin suhteen
symmetrisesti. Kun pistepari P ja Q liikkuu, suorien OP ja AQ leikkauspiste liikkuu
erdstd kiyrda pitkin. Mikd on tdmén kédyrdn yhtdlo? Voidaan tulkita, ettd kun
P = Q = O, myos leikkauspiste on O.

Vihje s. 113 — ( Toinen vihje s. 135 —>)

Tehtdvad 82. Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun avoimessa sarjassa syk-
sylld 2000 oli tehtdva

Milléi reaalisilla x:n ja y:n arvoilla 5x*> —5y*> —24xy+11y+3x—2=0?

Ratkaise tehtdvid ilman teknisid apuvdlineita.

Vihje s. 114 — ( Toinen vihje s. 136 —>)

2

Tehtivi 83. Tasossa on ympyri x> + y* = r?, missd r > 0, ja piste A = (a,0),
missd a € R. Piste P on jokin ympyrén kehén piste, piste Q sen peilikuva y-akselin
suhteen ja O on origo. Mill4 kdyrélld suorien OP ja AQ leikkauspiste liikkuu, kun
piste P kulkee ympyrédn kehilld? Tarkastele eri tapaukset sen mukaan, missé piste
Asijaitsee x-akselilla. Oletetaan, ettd piste P ei kdy x-akselilla, koska yksikisitteistad
leikkauspistettd ei tdlloin muodostu.

Vihje s. 114 — ( Toinen vihje s. 136 —>)
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Liite A: Todistukset Nesbittin epdyhtélon 4, 5 ja 6 muuttujan versioille
Cauchyn-Schwarzin epayhtilolla

Lause. Olkoot a, b, c ja d positiivisia reaalilukuja. Tall6in

a+b+ C+d>2
b+c c+d d+a a+b” "

Todistus. Aloitamme kdyttdmalld Cauchyn-Schwarzin epayhtél64, jonka nojalla
voimme arvioida
a b c d
+ + +
b+c c¢+d d+a a+b
(ab+0)+b(c+d)+c(d+a)+d(a+b)) = (a+b+c+d)?.

Koska kahdelle reaaliluvulle x ja y aina pétee
(x-»)*>0,
on oltava
2+ y2 =2xy.

Talla kahden muuttujan aritmeettis-geometrisella epayhtél6lld voimme arvioida
termeittdin, etti

ab+ac+bc+bd+cd+ca+da+db

2,2 2, g2
a+c b+d
<ab+ > +bc+ 5 +cd+ca+da+db

1
=z(a+b+c+d)z.

Yhdistdmalla tdmé aiempaan arvioon ja sieventdmélld saamme toivomamme
epdyhtélon

a+b+c+d>2
b+c c¢c+d d+a a+b” "
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Lause. Olkoot a, b, ¢, d ja e positiivisia reaalilukuja. Talloin

a N b N c N d N e >5
b+c c+d d+e e+a a+b” 2

Todistus. Aloitamme arvioimalla ensin Cauchyn-Schwarzin epéayht&lolla

a b c d e
+ + + +
b+t+c c+d d+e e+a a+b

N (@a+b+c+d+e)?
“ab+c)+bc+d)+c(d+e)+de+a)+e(a+b)

Kertomalla neli6 (a+ b+ c + d + e)* auki voimme jatkaa

a?+ b+ 2+ d?+e?
ab+ac+...+eb

Riittaa siis todistaa, ettd
2(a2+b2+02+d2+ez) >ab+ac+bc+bd+cd+ce+de+da+ea+ eb.

Mutta timén voi tehdd helposti vaikkapa Cauchyn-Schwarzin epayhtdloa kayt-
tden, koska senhdn mukaan

2(a* +b*+c* +d* + e?)
=V +a+ P2+ b2+ 2+ c2+d2+d2 +e? +e?

NP+ + R +d?+d?+ e+ e +a? + a? + b?

>ab+ac+bc+bd+cd+ce+de+da+ea+eb.
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Lause. Olkoot a, b, ¢, d, e ja f positiivisia reaalilukuja. Tall6in

a+b+c+d+e+f>3
b+c c+d d+e e+f f+a a+b”

Todistus. Aloitamme soveltamalla Cauchyn-Schwarzin epayhtél6a niin, ettd
ikaviltd tuntuvat nimittdjédt supistuvat pois:

a b c d e f
(b+c+c+d+d+e+e+f+f+a+a+b
-(a(b+c)+b(c+d)+c(d+e) +d(e+f)+e(f+a)+f(a+b))
>(a+b+c+d+e+f)
=a?+ b+ +d®+ e+ f2+2ad+2be+2cf
+2ab+2ac+2ae+2af+2bc+2bd+2bf
+2cd+2ce+2de+2df +2ef
=(a+d)2+(b+e)2+(c+f)2
+2(ab+c)+b(c+d) +...+ f(a+D).

Taten

a b c d e f
+ + + + +
b+c c¢c+d d+e e+f f+a a+b

s (a+d)?+(b+e?+(c+f)°
ab+c)+b(c+d)+...+f(a+b)’

=

Riittaa siten osoittaa, etta
(a+d)’+b+e)?+(c+f)’>ab+c)+blc+d) +...+ f(a+Db).
Mutta soveltamalla Cauchyn-Schwarzin epdyhtédl6d ndemme, ettd

(a+d)?+(b+e)?+(c+f)

= \/(a+d)2+(b+e)2+(c+f)2 -\/(b+e)2+(c+f)2+(a+d)2
>(a+d)(b+e)+(b+e)(c+f)+(c+f)la+d)
=ab+ae+db+de+bc+bf+ec+ef+ca+cd+ fa+ fd
=ab+c)+bc+d)+cd+e)+d(e+f)+e(f+a)+f(a+b),

ja olemme valmiit.
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Ensimmadiset vihjeet

Tehtédvin 1 vihje. Koiran suurin ongelma taitaa liittyd sen ruoansulatuskanavaan,
joka halkaisee koiraparan kahteen erilliseen palaan! Muitakin ongelmia 16ytyy.

«<— Tehtdvas. 12 [ Toinen vihje s. 115 —>)

Tehtédvin 2 vihje. Kuution osien lukuméérit lienee helpointa laskea yksitellen
kuvan avulla. Hyperkuution tapauksessa kannattaa hyodyntéd sivulla 8 esitettya
ajatusta: kuinka paljon mitdkin osaa tulee lisdd, kun kuvio tai kappale liikkuu
uuteen ulottuvuuteen?

«— Tehtédvis. 12 ( Toinen vihje s. 115 —>]

Tehtivin 3 vihje. a) Kuution pohja on nelig, ja sen sivu on 1, joten pohjan lavisté-
jan AC pituus on v/2. Kuution sérma DC on kohtisuorassa pohjaa vasten, joten
kolmio ACD on suorakulmainen, ja avaruuslavistdjan AD pituus voidaan laskea
Pythagoraan lauseella.

D
l
l E
1
i 1
! D
! 1
/I -’ C C
. 1
A B A 1 B

b) Voisiko apujanoista AC ja AD olla hy6tyd myos hyperkuution tapauksessa?
Oikeanpuoleisen kuvan pisteet A, B, C ja D kuuluvat nimittdin samaan reunakuu-
tioon.

— Tehtava s. 13 (Toinen vihje's. 115 — )
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Tehtédvin 4 vihje. a) Neljan alkuperdisen ympyrian keskipisteet muodostavat
nelion, jonka sivu on 1. Tdmin nelion lavistdjd jakautuu osiin, joiden pituudet
ovat kysytty halkaisija d, 1/2 ja 1/2. Saatko vastaukseksi d = v2 —1?

b) Voisiko kahdeksan pallon keskipisteiden virittdmastd kuutiosta olla apua?

— Tehtavés. 13 (Toinen vihje's. 116 — )

Tehtivin 5 vihje. Ristilld on siirto, jonka jdlkeen kaksi eri voittorivid on yhden
siirron padssd valmiista.

< Tehtédvés. 14 ( Toinen vihje s. 116 —>)

Tehtivin 6 vihje. Jokaiselle kirkipisteelle 16ytyy pariksi hyperkuution toiselta
puolelta tdsmilleen yksi piste, jossa koordinaatit ovat vastakkaiset. Esimerkiksi
pisteen (1,0,1,1) pari on (0,1,0,0). Kuinka monta kirked hyperkuutiolla onkaan?

Voit tarkistaa vastauksen lukuarvon toisesta vihjeesta.

< Tehtévd s. 22 ( Toinen vihje s. 116 —>)

Tehtédvin 7 vihje. Koska tédllaisen hyperkuution kaikkien kirkien koordinaatit
koostuvat ykkosistd ja nollista, siirtymé vastakkaiseen kidrkeen on kunkin koor-
dinaatin osalta +1 tai —1. Esimerkiksi kdrkia (0,0,0,1) ja (1,1,1,0) yhdistida vek-
tori (1,1,1,-1) ja kérkia (1,1,0,0) ja (0,0,1,1) vektori (-1,—1,1,1). Vektorit ovat
siis muotoa (J_r 1,+1,+1,+ 1), missd kaikki merkit voi valita toisistaan riippumatta.
Kuinka pitkié téllaiset vektorit ovat?

< Tehtédvi s. 22 ( Toinen vihje s. 117 —>]
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Tehtédvin 8 vihje. Kdytetddn yksittdisten ruutujen (x,y,z, w) koordinaatteja teh-
tdvinannon ehdotuksen mukaisesti siten, ettd x ja y kuvaavat merkin paikkaa
pikkuruudukossa ja z sekd w sitd, missd pikkuruudukossa ollaan. Tarkastellaan,
millaisia voittorivien koordinaatit ovat. Seuraavassa kuvassa jokainen samojen
symbolien nelikko muodostaa erdin voittorivin.

o . ] Q
* * * *
X o
B ] Q
O|0|0|O X
X
* °
&
L n & Q
&
y
L) L) L) ()
[ Q &

Osassa voittorivejd muuttuu vain yksi koordinaatti (O, X, %, ), osassa kaksi
(s, &), osassa kolme (Q) ja osassa kaikki neljd koordinaattia (M, <»). Esimerkiksi
&-symbolein merkityn voittorivin (x, y, z, w)-koordinaatit ovat

(1,4,1,2)
2,3,1,2)
3,2,1,2)
4,1,1,2).

Voisi olla hedelmallisti ajatella, kuinka monta eri vaihtoehtoa voittorivin kullekin
sarakkeelle on.

«— Tehtdva s. 22 [ Toinen vihje s. 117 —>)

Tehtédvin 9 vihje. Mitd Cauchyn-Schwarzin epdyhtdld sanookaan pistetulosta
ab+bc+ca?

< Tehtévd s. 27 ( Toinen vihje s. 118 —>)
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Tehtédvin 10 vihje. Mitd Cauchyn-Schwarzin epédyhtélé sanookaan pistetulosta

a-a’+b-b*+c-c*?

< Tehtavi s. 27 ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtdvin 11 vihje. Tédssd tehtdvdssd voisi vaikkapa tarkastella tuloa
( a? . b? .\ c?
b+c c+a a+b

)((b+c)+(c+a)+(a+b)).

< Tehtévd s. 27 ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtivin 12 vihje. Cauchyn-Schwarzin epdyhtédlén nojalla

(@®+b?) (17 +1%) > (a- 1+ b-1)* = (a+ b)?,

eli
a+b*> _a+b
Z
a+b 2
< Tehtéavi s. 27 ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtivin 13 vihje. Tdssd voisi olla hyddyllisti kirjoittaa vasemman puolen sum-
malauseke a + b+ ¢ muodossa

1 1 1
d\/ﬁﬁ'Fb\/zﬁ'FC\/E%

< Tehtévd s. 27 ( Toinen vihje s. 118 —>)

Tehtévin 14 vihje. Todistettavan epdyhtédlon oikean puolen voi kirjoittaa muo-
dossa

\/a_1)2+...+(\/a_n)2)((\/%)2+...+(\/161_n)2).

< Tehtévd s. 27 ( Toinen vihje s. 119 —>)

—

I,_\

Tehtivin 15 vihje. Mitd Cauchyn-Schwarzin epayhtdloé sanookaan lausekkeesta

((%)2+(%)2+...+(;Z_n)z)-((\/b_1)2+(\/b_2)2+...+(\/b_n)2)?

< Tehtévd s. 28 ( Toinen vihje s. 119 —>)
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Tehtédvin 16 vihje. Todistettavan epayhtdlon vasemman puolen voi kirjoittaa

Xy zX+yz-xy+zx-yz.

| |
c
o
[N
o
1)
@
Qo

< Tehtévd s. 28 ( Toinen vihje s. 119 —>)

Tehtédvin 17 vihje. Tdssé voi aloittaa kirjoittamalla vasemman puolen muodossa

l-x+1-y+1-z.

«— Tehtédvi s. 28 ( Toinen vihje s. 119 —>)

Tehtévin 18 vihje. Tédssd voi vaikkapa aloittaa kirjoittamalla vasemman puolen

1-y/x+y+1-\/y+z+1-y\/z+x.

< Tehtévd s. 28 ( Toinen vihje s. 119 —>)

| E
c
o
[oN
o
»n
%)
o

Tehtédvin 19 vihje. Todistettavan epdyhtédlén oikean puolen voi kirjoittaa muo-
dossa

ol
SRS

S Q
Qo
SN
SHRY

— Tehtdvis. 28 ( Toinen vihje's. 120 — )

Tehtivin 20 vihje. Tdssé voi soveltaa Cauchyn-Schwarzin epdyhtilod tuloon

1 1 4 16
(E+E+E+E)(ﬂ+b+c+d).

< Tehtévi s. 28 ( Toinen vihje s. 120 —>]

Tehtédvin 21 vihje. Tédssd voi vaikkapa aloittaa kirjoittamalla polynomin P(x)
summana

n
P(x) = Z ay x[,
/=0

missd n on epidnegatiivinen kokonaisluku, ja kertoimet ay, a,, ..., a, ovat kaikki
epdnegatiivisia reaalilukuja.

< Tehtéva s. 29 ( Toinen vihje s. 120 —>)
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Tehtivin 22 vihje. Tdssd voisi tarkastella pistetuloa

| x / |z
ay+bz-\/x(ay+bz)+ azibx-\/y(az+bx)+ m-\/z(ax+by).
(Toinen vihje s. 120 —>]

Tehtavan 23 vihje. Jos kolmion sivuja merkitddn a, b ja c, jajos A on 1-sivuisen
saannollisen viisikulmion ala, niin mikid onkaan kuvion kolmen viisikulmion alo-
jen summa? (Téssd ei siis tarvitse tietdd tarkkaa kaavaa sddnnéllisen viisikulmion
alalle.) Cauchyn-Schwarzin epayhtilo voisi olla tdssd hyédyllinen.

— Tehtéva s. 29 (Toinen vihje's. 121 — )

Tehtidvin 24 vihje. Téssd voisi aloittaa perustelemalla, ettd summa ad + be + cf
on vakio. Miten?

— Tehtdvis. 30 (Toinen vihje's. 121 — )

Tehtdvin 25 vihje. Mitd Cauchyn-Schwarzin epayhtélolla voisi paitelld pistetu-
losta

ai-l+ay-1+...+a, 12

< Tehtévi s. 30 ( Toinen vihje s. 121 —>)

Tehtivin 26 vihje. Jos kirjoittaa todistuksen aritmeettis-kvadraattiselle epayhta-
l6lle Cauchyn-Schwarzin epayhtdl66n sopivasti tukeutuen, voi yhtdsuuruusehdon
johtaa Cauchyn-Schwarzin epdyhtédlén yhtdsuuruusehdosta.

— Tehtév s. 30 ( Toinen vihje's. 121 — )
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Tehtivin 27 vihje. Tédssd voisi vaikkapa aloittaa kirjoittamalla

|a+b|*=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=|al’+2(a-b)+|b|".

— Tehtivis. 32 (Toinen vihje's. 121 — )

Tehtédvin 28 vibhje. Todistettaessa edellisen tehtdvin tulos sen vihjeessd 2 ehdote-
tulla tavalla voi hyodyntda Cauchyn-Schwarzin epayhtdlon yhtdsuuruusehtoa.

— Tehtivis. 32 (Toinen vihje's. 121 — )

Tehtévin 29 vihje. Tissi voisi tarkastella vektoreita (x,y), (1,2) ja (z,x), ja soveltaa
kolmioepadyhtdloa kahdesti.

— Tehtivis. 32 ( Toinen vihje's. 122 — )

Tehtivin 30 vibhje. Tédssd voisi aloittaa kirjoittamalla

xV2=vVx2+x2.

— Tehtiva s. 32 ( Toinen vihje's. 122 — )

Tehtdvin 31 vihje. Tédssd oikealla puolella suoraan onkin nelijuuria, joiden alla
on kummassakin kolmen nelion summa.

< Tehtévéd s. 32 ( Toinen vihje s. 122 —>)

Tehtivin 32 vihje. Koska
aA-bP-c=a*a-b*b-c*c

voisi harkita sitd, ettd valitsisi kddnteisen Cauchyn-Schwarzin epdyhtdlén muotoi-
lussa ylla
t=a*>, u=a, x=(b*c*), ja F=(bo.

— Tehtavis. 37 (Toinen vihje's. 122 — )

Tehtédvin 33 vihje. Osoittautuu, ettd tdssd voi soveltaa edellisen tehtidvan epayh-
taloa
2
(@®-b*-c*)" = (a* - b - *) (@® - b* - ¢?),
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sekd samassa hengessi todistettavissa olevaa arviota
(a4 _pi_ 04)2 _ (a5/2 32 Bz 32 _ iz, 03/2)2
((a5/2)2 _ (b5/2)2 _ (05/2)2) ((aS/Z)Z _ (b3/2)2 _ (63/2)2)

(as—bs—c5) (ag—be’—cs).

WV

Mitd muuttujilta a, b ja ¢ vaaditaan nédihin arvioihin?

< Tehtéavis. 37 ( Toinen vihje s. 122 —>)

Tehtédvin 34 vihje. Tehtédvaa voisi ldhestyd siten, ettd todistettavan epayhtdlon mo-
lemmat puolet nelivid4dn, ja sitten sievennetddn saatua yhtiapitdavia epayhtaloa.
Arvion (t + u)? > |3 + ﬂz todistamisen voi aloittaa vaikkapa arviolla

0< (- [7) + (- [7°) + (2tu-2%-7).

< Tehtévd s. 37 ( Toinen vihje s. 122 —>)

Tehtiivin 35 vihje. Yhteenlaskettavia on viisi, joista ensimméinen on 12 ja viimei-
nen 52.

«— Tehtdva s. 42 ( Toinen vihje s. 123 —>)

Tehtédvin 36 vihje. Ensimmaisessd summassa kaikki termit ovat viidelld jaollisia,
eli muotoa 5k. Milld luvun k arvoilla saadaan oikeat termit?

< Tehtévd s. 42 ( Toinen vihje s. 123 —>)

Tehtédvin 37 vihje. Tavallinen (eli aritmeettinen) keskiarvo on lukujen summa
jaettuna niiden lukumaarallg, eli luvulla n. Keskiarvo ilman summamerkintdd on
siis

X1+X2o+X3+...+Xp
" .

«— Tehtévi s. 42 ( Toinen vihje s. 123 —>)
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Tehtidvin 38 vihje. Jos jokaisen pikkunelién ala on yksi, punaisen pylviaskuvion
pinta-ala vastaasummaa l+2+3+...+(n—1)+n.

III'I-
n n-1-- 3 2 1

Toisen summan osalta voi todeta, ettd vasemmasta alakulmasta alkaen varillisissa
raidoissa on pikkuneli6td 1, 3, 5, . . . kappaletta. Miksi n pikkunelion levyisen nelion
viimeisessd raidassa on 2n — 1 pikkuneliotd?

«— Tehtdva s. 42 ( Toinen vihje s. 123 —>]

Tehtivin 39 vihje. Voisi olla eduksi kirjoittaa summat auki esimerkiksi tapauksissa
n=2jan=3.

«— Tehtédvi s. 43 ( Toinen vihje s. 124 —>]

Tehtédvin 40 vihje. Kummassakin summassa on 1000 termid. Jos summien in-
deksoinnit alkaisivat samasta luvusta, summat voisi yhdistdd. Koska indeksi k
alkaa luvusta 1 ja indeksi m luvusta 0, luontevaa olisi tehdd muutos k = m + 1
jompaankumpaan summista.

— Tehtiva s. 43 ( Toinen vihje's. 124 — )

Tehtdvin 41 vihje. Neljdnnessé sarakkeessa luvut a;; ovat muotoa a;4. On siis
summattava indeksin i arvojen 1, 2, 3 ja 4 yli.

< Tehtévd s. 43 [ Toinen vihje s. 124 —>]
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Tehtédvin 42 vihje. Voisi olla eduksi laskea lausekkeiden 2 ja 2 arvoja
pienilld luvun k arvoilla. Miten summa sievenee?
( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtivin 43 vihje. Tdma tehtdvd muistuttaa varsin paljon tehtdvai 42.

< Tehtévi s. 44 ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtévin 44 vihje. Summamerkinti tarkoittaa tdssd summaa

n
k=14+2+3+...+n.
k=1

.. .. . . e . nn+1)
Voisi olla viisasta tarkistaa ensin, ettd tdim&d summa ja lauseke — saavat

saman arvon, kun »n = 1. Silloin "summassa” on vain yksi termi!

< Tehtévd s. 44 ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtédvin 45 vihje. T4lla tehtdvilld on paljon yhteistd tehtdvin 44 kanssa. Matkan
varrella sievennyksistd

(n-1)n2n-1) 2 (n-1)2n-1)
5 tntEn| e tn

sekd 2n? +3n+1 = (n+1)(2n+1) voi olla hyty. Taman viimeisen yhtdsuuruuden
voi perustella kertomalla sulut auki.

«— Tehtava s. 44

Tehtiviin 46 vihje. Laskun voi tehdd seuraillen sivulta 5 alkavaa esimerkkii:
lasketaan keskiarvot, muodostetaan vektorit a ja b sekd lasketaan korrelaatio

kaavalla r = ——. Voit tarkistaa oikean tuloksen toisesta vihjeesta.
a

I&
=)=

< Tehtévds. 49 ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtédvin 47 vihje. Data voidaan kopioida pdf-tiedostosta taulukkolaskentaohjel-
maan, kuten esimerkiksi ohjelmaan LibreOffice Calc [10]. Kokonainen rivi kopioi-
tuu todenndkdisesti aina yhteen soluun. Tiedot saa jaettua soluihin komennolla
Tiedot > Teksti sarakkeiksi... > Erottimena > Vali
Vastaavat komennot 16ytyvit esimerkiksi ohjelmista Microsoft Excel [32] ja Google
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Sheets [19]. Kaksiosaiset valtioiden nimet voivat sotkea asettelua, joten tietoja
saattaa joutua hieman jirjestelemdédn késin.

< Tehtévas. 49 ( Toinen vihje s. 125 —>)

Tehtivin 48 vihje. Koska pisteet (x;,y;) ovat suoralla, voit olettaa, ettd jokaiselle
indeksille i pétee y; = kx; + b, missi k ja b ovat reaalilukuja ja k # 0.

«— Tehtdva s. 50 ( Toinen vihje s. 126 —>)

Tehtivin 49 vihje. Jos korrelaatio on r = 1, miki on vektorien @ ja b vilinen
kulma? Entd kun r = 17

< Tehtévd s. 50 ( Toinen vihje s. 126 —>)

Tehtédvin 50 vihje. Cauchyn-Schwarzin epdyhtdlon mukaan pitee
|@-b| < [al|b].

Tama on selvisti sukua véitteelle, jota ollaan todistamassa.

— Tehtévi s. 50 ( Toinen vihje's. 126 — )

Tehtévin 51 vihje. Taulukkolaskentaohjelmista l6ytyy komennot satunnaisluku-
jen luomiseen sekd muuhun tdmin tehtdvin kannalta tarpeelliseen.

Kirjoitushetkelld suosittuja taulukkolaskentaohjelmistoja ovat Microsoft Excel [32],
LibreOffice Calc [10] sekd Google Sheets [19]. Ndiden kaikkien suomenkielisista
versioista l6ytyvit esimerkiksi komennot SATUNNAISLUKU (), KORRELAATIO (),
ITSEISARVO () jaKESKIARVO ().

Ohjelmointikielistd esimerkiksi Python soveltuu tdhén tehtdvain hyvin. Satunnais-
lukuja loytyy paketista random esimerkiksi komennolla random. random () ja
kahden listan vélisen Pearsonin korrelaatiokertoimen voi laskea paketin scipy
komennolla scipy.stats.pearsonr (listal, lista2) [0].

— Tehtavis. 51 (Toinen vihje's. 126 — )

Tehtidvin 52 vihje. Punaisen koordinaatit ovat (255,0,0) ja keltaisen (255,255, 0).
Ehképa keskiarvoista voisi olla hyotya?

— Tehtiva s. 59 ( Toinen vihje's. 127 — )
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Tehtédvan 53 vihje. Miten virin paikka RGB-kuutiossa muuttuu, jos sen kaikkiin
koordinaatteihin lisdtdan sama vakio? Miten esimerkiksi varit (100, 150,200) ja
(110,160,210) sijaitsevat toisiinsa ndhden?

< Tehtéva s. 59 ( Toinen vihje s. 128 —>)

Tehtavian 54 vihje. Olkoon yhden pikselin alkuperdinen viri V = (R, G, B) ja sen
korvaavan pikselin viri H = (R+(3;+B, R+§+B, R+§+B). Jos V = H, kaikki on selvii,
joten oletetaan, ettd V # H. Voisi olla eduksi valita suunnat jilleen niin, ettd RGB-
kuution harmaa-akseli on pystysuorassa. Talloin riittdisi osoittaa, ettd pisteet V ja

H sijaitsevat yhtd korkealla.

Tehtdvastd 53 ja erityisesti sen toisesta vihjeestd sivulla 128 voisi 16ytya kayttokel-
poisia ideoita.

< Tehtévd s. 60 ( Toinen vihje s. 128 —>)

Tehtivin 55 vihje. Voisi olla eduksi ensin selvittdd, mikd on viria V = (100, 150, 200)
ldhin harmaa-akselin piste.

— Tehtivis. 60 ( Toinen vihje's. 129 — )

Tehtédvin 56 vihje. Tarvitaan kaksi tolppaa ja riittdvéan pitkd naru. Vaan miten
vuohen kaulapanta tulisi kiinnittdd naruun?

«— Tehtdvid s. 74
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Tehtdvian 57 vihje. Tulisi etsid pisteitd, jotka ovat yhtd kaukana johtosuorasta ja
polttopisteestd. Niitd 16ytyy ympyroiden ja suorien leikkauspisteista.

[ SF N\ |
| | | | | \ | I I I I I
| | | | | \ I “ [ [ [
| | / /. / i | |
N S | ]
NN . /
\ N ,, /1 /
N\ yd /
N /s

— Tehtavis. 74 (Toinen vihje's. 129 — )

Tehtidvin 58 vihje. Ellipsin kehin pisteestd polttopisteisiin laskettujen etdisyyk-
sien summa on vakio, joten aina kun siirrytddn ympyriltd toiselle kohti yhta
polttopistettd, tdytyy siirtyd kauemmas toisesta polttopisteesta.

«— Tehtava s. 74

Tehtivin 59 vihje. Hyperbelin pisteestd polttopisteisiin laskettujen etdisyyksien
erotus on vakio, joten aina kun siirrytdin poispdin yhdestd polttopisteestd, taytyy
siirtyd yhté paljon poispéin toisesta polttopisteestd. Hyperbelin kuvaaja koostuu
kahdesta erillisestd osasta.

«— Tehtdvid s. 74
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Tehtédvin 60 vihje. Voisi olla hyodyllistd tarkastella pistettd, jossa pikkuakseli
leikkaa ellipsin kehén.

R f f B

«— Tehtédvd s. 75 ( Toinen vihje s. 130 —>)

Tehtivin 61 vihje. Voisi olla eduksi verrata ellipsin sisdpistettd S sopivaan ellipsin
kehén pisteeseen.

«— Tehtédvds. 75 ( Toinen vihje s. 130 —>)

Tehtévin 62 vihje. Kyseessd ovat jossakin jarjestyksessd suora peili, paraabeli,
ellipsi ja hyperbeli. Mitkd ndiden kdyrien optiset ominaisuudet olivatkaan?

«— Tehtava s. 75

Tehtédvin 63 vihje. Olisi taas eduksi tarkastella pisteen B peilikuvaa suoran s
suhteen.

«— Tehtédvi s. 76 ( Toinen vihje s. 130 —>)

Tehtédvin 64 vihje. Olkoon A piste paraabelin aukeamassa ja P sellainen piste pa-
raabelilla, ettd suora AP leikkaa paraabelin johtosuoran kohtisuorasti. Piirretddn
paraabelille tangentti pisteen P kautta. Olkoon Q jonkin tangentin piste, joka ei
ole P. Tavoitteena olisi osoittaa, ettd polttopisteeseen F kulkevista reiteisti APF
on lyhyempi kuin AQF.
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— Tehtévi s. 76 ( Toinen vihje's. 131 — )

Tehtidvin 65 vihje. Pallot kannattaa asetella niin, ettd ne sivuavat kartion pintaa
ympyrda pitkin ja sivuavat leikkaavaa tasoa yksittdisissd pisteissd F) ja F. Voitai-
siin pyrkid osoittamaan, ettd kun pistettd F; ldhemmasta leikkauskédyran haarasta
valitaan mielivaltainen piste P, etdisyyksien erotus PF, — PF; on vakio.

7
\/
A

— WA

< Tehtévd s. 76 ( Toinen vihje s. 131 —>)
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Tehtdvin 66 vihje. Tehtdvinannon kuvan perusteella viite tuntuu uskottavalta.
Voidaan piirtdd vadristynyt mallikuva, jossa kulmanpuolittaja s ei ndyta tangentilta.
Tama voi auttaa vilttimaan perustelemattomia oletuksia. Tulisi osoittaa, ettd
kuvan mukaisia pisteitd Q ei ole olemassa, vaan suoran s piste Q on ellipsin
ulkopuolella, kun Q # P. F3

=

— Tehtava s 77 ( Toinen vihje s. 132 —>)

Tehtédvin 67 vihje. Riittdad tarkastella yhtd ellipsid ja yhtd hyperbelid. Kdyrien
vilinen kulma mééritelldén tangenttien avulla, joten tulisi todistaa, ettd leikkaus-
pisteeseen piirretyt ellipsin ja hyperbelin tangentit ovat kohtisuorat.

«— Tehtéavis. 77 ( Toinen vihje s. 132 —>)

Tehtiviin 68 vihje. Yhtdlon voi ratkaista montaa eri reittid, mutta valitettavasti
ne eivit ole sen mukavampia kuin sivulla 79 esitelty. Esimerkiksi suora nelidinti
(dy + dz) = (2a)* johtaa muotoon d? + 2d, dp + d5 = 4a?, jossa ristitermissé 2d; d,
on yhé nelidjuuria.

«— Tehtdva s. 89

2
Tehtivin 69 vihje. Origokeskisen ellipsin yhtdlé on muotoa Z—i + % =1, kun

ellipsin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Mitkd ovat nyt a ja b?

Miki olikaan ellipsin isoakselin pituutta, pikkuakselin pituutta ja polttopisteiden
vdlimatkaa yhdistava yhtdl?

< Tehtévé s. 89 ( Toinen vihje s. 132 —>)
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Tehtédvin 70 vihje. Asymptooteista voi pditelld, ettd hyperbelin symmetria-akselit

. X3 B e 2 2
ovat x-akseli ja y-akseli. Hyperbelin yhtéls on siis muotoa 27 — % =1 tapauksessa,
jossa hyperbeli aukeaa sivusuunnassa.

«— Tehtédvi s. 89 ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtédvin 71 vihje. Lienee yksinkertaisinta ldhted liikkeelle suoraan paraabelin
geometrisesta madritelmasta.

< Tehtévés. 89 ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtidvin 72 vihje. Sivulla 86 esitellyistd seitseméstd tasokdyratyypistd viisi on
esitettdvissd kartioleikkauksina ja kaksi ei.

«<— Tehtédvi s. 89 ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtédvin 73 vihje.

a) Yhtilslld x? = 0 on vain yksi ratkaisu, kun x € R.
b) Suorien yhtél6t voisi kirjoittaa muodoissa y—x=0jay+2x—-1=0.

< Tehtédvi s. 90 ( Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtivin 74 vihje. Médrittelyehtoon d? + d5 + d? + d3 = 16 voisi sijoittaa kdyrdn
mielivaltaisen pisteen P = (x, y) koordinaatit ja pyrkid sieventamaan.

< Tehtédvi s. 90 [ Toinen vihje s. 133 —>)

Tehtdvin 75 vihje. Ympyrin voisi sijoittaa koordinaatistoon niin, ettéd sen keski-
piste on origossa. Jos ympyrdd venytetddn esimerkiksi x-akselin suunnassa, miten
sen yhtdldo muuttuu?

«— Tehtdva s. 90 ( Toinen vihje s. 133 —>)

< Tehtédvi s. 90 ( Toinen vihje s. 134 —>)

Tehtédvin 77 vihje. Kayrda voisi kiertdd esimerkiksi 45° myotdpdivadn. Tahin
hyodyllisid kaavoja loytyy sivulta 84.

< Tehtavas. 91 ( Toinen vihje s. 134 —>)
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Tehtivin 78 vihje. Jos merkitddn P = (x, y), ehdosta dy = €d; saadaan yhtilo

\ (x—0)?+y?=¢lx]|.

Tdma tulisi pyrkid muokkaamaan muotoon

_»)? 2
G=r) 7
q r

missd p, q ja r ovat parametreista c ja € riippuvia lausekkeita.

— Tehtédvd s. 91 ( Toinen vihje's. 134 — )

Tehtivin 79 vihje. Miti tehtévissi 78 saatiinkaan selville suhteesta b?/a?? Tulok-
sen voi tarkistaa kyseisen tehtdvin toisesta vihjeestd sivulta 134.

< Tehtavas. 91 ( Toinen vihje s. 135 —>)

Tehtidvin 80 vihje. Kaikki paraabelit ovat yndenmuotoisia, joten riittad tarkastella
yhtd paraabelia, esimerkiksi paraabelia y = x?, jonka johtosuora on y = —1/4.

< Tehtéva s. 92 ( Toinen vihje s. 135 —>]

Tehtivin 81 vihje. Kun p > 0ja a > 0, tilanne voisi ndyttaa talta:

(_4pr0

Kuvassa on merkitty pisteen P y-koordinaattia luvulla a, jolloin yhtilostd 2px = y?
2

saadaan pisteen P x-koordinaatiksi x = g—p. Nyt tulisi selvittdd suorien OP ja AQ

leikkauspiste L.

— Tehtéiva s. 92 ( Toinen vihje's. 135 — )
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Tehtédvin 82 vihje. Tehtdvin voi ratkaista lyhyesti, jos yhtdlén vasenta puolta
onnistuu sieventdméain sopivasti. Jos tdima ei kuitenkaan onnistu, voidaan kayttaa
toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa ja ratkaista y.

< Tehtévd s. 92 ( Toinen vihje s. 136 —>)

Tehtivin 83 vihje. Olkoot A = (a,0), missd a € R, ja ympyrdn x%+ y2 = r2 kehilld
pisteet Q = (b,c) ja P = (—b, ¢), missi ¢ # 0. Suorien OP ja AQ leikkauspiste olkoon
L. Tilanne voisi ndyttdd esimerkiksi talta.

y

(-b,c)=P

Voisi olla eduksi piirtd4 tilanne ensin dynaamisella geometriaohjelmalla ja tarkas-
tella, millaisen uran suorien OP ja AQ leikkauspiste piirtda erilaisilla parametrin a
arvoilla. Tdmén kokeilun synnyttdmaét hypoteesit tulee toki vield osoittaa oikeiksi.

Tapaus A = (0,0) lienee helpoin. Sen tarkastelun jalkeen voisi pyrkid muodosta-
maan suorien OP ja AQ yhtdlot tilanteessa, jossa a#0,b#0jaa# b.

< Tehtéva s. 92 ( Toinen vihje s. 136 —>)
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Tehtivin 1 toinen vihje. Mikdhdn ongelma koiran silméssd on? Miten se nékee
ulkomaailman? Voi myds pohtia, miten koira menettelisi, jos se haluaisi kulkea
oikealle.

«<— Tehtdvas. 12 < Vihje s. 96

Tehtévin 2 toinen vihje. Kirkien méédrd noudattaa ulottuvuuksissa 0-3 yksinker-
taista sddnnonmukaisuutta: 1, 2, 4, 8. Miten se jatkuu ja miksi?

Janoja koskevan sédnnénmukaisuuden voi ymmaértié ajattelemalla, miten kuution
sarmdt syntyvit nelion liikkuessa kolmannen ulottuvuauden l4pi.

AR

A ve

Nelion alkuperdiset 4 janaa kaksinkertaistuvat ja lisdksi nelién jokainen karki
piirtdd uuden janan. Samaa ajatusta voisi hyodyntdd kuution liikkuessa neljanteen
ulottuvuuteen.

«<— Tehtdvas. 12 < Vihje s. 96

Tehtédvin 3 toinen vihje. Kuvaan merkityt suorat kulmat voisivat olla avuksi.

E
4
/ 1
D
/ 1
C
A 1
1 B

«— Tehtédvds. 13 < Vihje s. 96
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Tehtévin 4 toinen vihje. Kolmen ulottuvuuden tapauksessa kahdeksan pallon
keskipisteet muodostavat kuution, jonka sivun pituus on 1 ja avaruuslavistdjan
pituus tehtivin 3 tuloksen nojalla v/3. Tille avaruuslavistijélle osuu kaksi reunus-
tavien pallojen sddettd ja keskimmadisen pallon halkaisija. Saatko keskimmaisen
pallon halkaisijaksi siis d = v/3 — 12

< Tehtdvis. 13 < Vihjes. 97

Tehtédvin 5 toinen vihje. Kuvaan merkityn siirron jilkeen nolla ei voi estda ristin
voittoa seuraavalla siirrolla. Mitka ovat ristin kaksi mahdollista voittosiirtoa?

(@] X [8) X
o o[0
x X
o
X X 0 X
o
5] x
%] (%

«— Tehtdvid s. 14

< Vihje s. 97

Tehtiivin 6 toinen vihje. Hyperkuutiolla on 24 = 16 kirkipistettd, ja hyperavaruus-
lavistdjid on kahdeksan. Miksi ndmé& lukumaiirat eivét ole samat?

«— Tehtéava s. 22 < Vihje s. 97
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Tehtivin 7 toinen vihje. Vektorien @ ja b vilisen kulman y voi laskea kaavalla
a-b

[al[b]

joten kahden hyperavaruuslavistdjavektorin vilisen kulman selvittdmiseksi tar-

vitaan ndiden vektorien pituudet ja pistetulot. Kaikkien hyperavaruuslavistdjien

pituus on sama, nimittdin v'12 + 12 + 12 + 12 = 2, joten tarvitsee enii laskea piste-
tulot.

0sy =

Voit tarkistaa, millaisia arvoja kahta eri hyperavaruuslivistdjad vastaavien vek-
torien pistetulo voi saada. Kolme eri arvoa on mahdollista, mutta ne vastaavat
lopulta vain kahta eri lavistdjien vélistd kulmaa. (Miksi?) Tehtdvdnannossa lu-
pailtu yllatys on siis tdssd: kaikki hyperavaruusldvistdjien véliset kulmat eivét ole
keskenddn yhté suurial

< Tehtdva s. 22 < Vihjes. 97

Tehtédvin 8 toinen vihje. Jatketaan ensimmaisen vihjeen ajatusta: jos voittorivi on
muotoa
(x1, 1,21, W1)
(X2, y2, 22, W2)
(x3, ¥3, 23, W3)
(X4, Ya, 24, W4),
kussakin sarakkeessa on joko kasvavat koordinaatit 1234, laskevat koordinaatit
4321 tai vakiokoordinaatit 1111, 2222, 3333 tai 4444. Yhteensa vaihtoehtoja on
siis kuusi. Jos sarakkeet valitaan toisistaan riippumatta, erilaisia vaihtoehtoja
on 6% Tami on kuitenkin liian suuri luku kahdesta syysti: ensinnékin pelkkiz
vakiokoordinaatteja sisdltdvit rivit, kuten
2,1,2,4)
2,1,2,4)
2,1,2,4)
2,1,2,4),
eivit ole voittorivejd, silld kaikki koordinaatit kuvaavat samaa ruutua. Téllaiset

pitiisi siis vdhent#4 tuloksesta 6. Lisiksi kukin rivi tulee laskettua kahdesti, silla
esimerkiksi

(1,4,1,2) 4,1,1,2)
2,3,1,2) . 3,2,1,2)
3,2,1,2) 2 2,3,1,2)
4,1,1,2) (1,4,1,2)
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ovat itse asiassa sama rivi vain eri jarjestyksessa lueteltuna.

Rivien méirdksi pitdisi lopulta tulla 520.

< Tehtdvd s. 22 < Vihje s. 98

Tehtédvin 9 toinen vihje. Soveltamalla Cauchyn-Schwarzin epédyhtél6a vihjeen 1
pistetuloon pdddymme tuloon

Va2 +b2+c2 VD +c+a?.

< Tehtdvas. 27 < Vihje s. 98

Tehtivin 10 toinen vihje. Soveltamalla Cauchyn-Schwarzin epayhtdlda vihjeen 1
pistetuloon pdddymme tuloon

Va2 + 12+ e \/(a?) + (12) + (c2)%.
e

Tehtivin 11 toinen vihje. Vihjeen 1 tulossa voi tunnistaa nelididen summien
tulon tdhén tapaan:

« a )2+( b )2+( c f)'UV$:7ﬂ2+(VC+a)2+(Va+b)ﬂ

vb+c Ve+a va+b
«— Tehtéava s. 27 < Vihje s. 99

Tehtivin 12 toinen vihje. Vihjeen 1 hengessid voi my0s osoittaa arviot

b2+cz>b+c . cz+a2>c+a
a
b+c = 2 J c+ta = 2

Millainen arvio syntyykddn ndiden kolmen arvion puolittaisena summana?

«— Tehtava s. 27 < Vihje s. 99

Tehtavin 13 toinen vihje. Jos vihjeen 1 pistetuloon soveltaa Cauchyn-Schwarzin
epdyhtdl64, niin syntyy neliéjuurten tulo

V(avay + (V) +(cVe) -\/(i)2 . (L)Z . (L)z.

vVa)  \Vb)  \We

Tamai sievenee mukavasti.

«— Tehtava s. 27 < Vihje s. 99
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Tehtivin 14 toinen vihje. Kun vihjeen 1 lausekkeeseen soveltaa Cauchyn-Schwarzin
epdyhtil6d, ilmestyy pistetulo

1
Van'

1
var-——+...+vay-
1 N n

joka sievenee iloisesti.

< Tehtdvas. 27 < Vihje s. 99

Tehtaviin 15 toinen vihje. Kun vihjeen 1 kahden nelididen summan tuloon sovel-
taa Cauchyn-Schwarzin epdyhtdlod, tuloksena syntyy pistetulo

ay \/— ay ap
— Vb +t— Vb +...+ v/ by,
N N Vb,

joka sievenee varsin mukavasti.

< Tehtdva s. 28 < Vihje s. 99

Tehtédvin 16 toinen vihje. Vihjeen 1 lausekkeeseen voi soveltaa Cauchyn-Schwarzin
epdyhtdl6d ndin:

Xy zx+yz-xy+zx-yz < \/(xy)2 +(yz)* + (zx)2 - \/(zx)2 +(xy)* + (y2)*.

«— Tehtédvi s. 28 < Vihje s. 100

Tehtédvin 17 toinen vihje. Jos Cauchyn-Schwarzin epdyhtél64 soveltaa vihjeen
1 lausekkeeseen, niin silloin syntyy lausekkeita, joissa esiintyy nelididen summa
x% + y? + z?. Tamin voi puolestaan jilleen kirjoittaa muodossa

1'x2+1~y2+1-zz.

«— Tehtdvd s. 28 < Vihje s. 100

Tehtivin 18 toinen vihje. Vihjeen 1 lausekkeesta Cauchyn-Schwarzin epayhtilo
sanoo, etta

1-/x+y+1-\/y+z+1-\/z+x
<V12+12412 «\/(\/x+y)2+(\/y+z)2+(,/z+x)2.

< Tehtdva s. 28 < Vihje s. 100
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Tehtdvin 19 toinen vihje. Soveltamalla Cauchyn-Schwarzin epédyhtdlda vihjeen 1
lausekkeeseen, voi padtyd luonnollisella tavalla nelidjuurten tuloon

a> ¢ b b a® c?
Erata ettt
< Tehtdvd s. 28 < Vihje s. 100

Tehtévin 20 toinen vihje. Cauchyn-Schwarzin epayhtilollad voi arvioida vihjeessd
1 esiintyvéi tuloa alhaalta lausekkeella

2
1 1 4 16
\/j'\/ﬁ+[«\/5+\/j-\/5+\/—-\/3 .
a b c d

Tehtivin 21 toinen vihje. Vihjeen 1 lausekkeella polynomille P(x) voi tulon
P(x) P(1/x) kirjoittaa kahden nelididen summan tulona muodossa

Y (var(v)') ¥ (m(%)é )

«— Tehtéava s. 29 < Vihje s. 100

Tehtivin 22 toinen vihje. Vihjeen 1 pistetuloon voi tosiaan soveltaa Cauchyn-
Schwarzin epdyhtdldd. Loppu on pohjimmiltaan sievennystd, jota tehdessd on
hyva muistaa, ettd tehtidvdssd 9 todistamamme epdyhtdlon

x2+y2+z2 ZXy+yz+zx
avulla on mahdollista todistaa epayhtélo
(x+y+2)°>3(xy+yz+2zx).
Lisdksi on mahdollista laskea

x(ay+bz)+y(az+bx)+z(ax+by)=a(xy+yz+zx)+b(xy+yz+zx).
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Tehtédvin 23 toinen vihje. Vihjeen 1 kuvaamin merkinnéin viisikulmioiden alojen
summa on A(a®+ b* + ¢?). Lisaksi tieddmme, ettd a + b + ¢ = 1. Millaisia luku-
ja Cauchyn-Schwarzin epdyhtédl6on kannattaisi sijoittaa, ettd siind esiintyisivét
nidmad lausekkeet? Milloin epdyhtdlossi vallitsisikaan yhtasuuruus?

«— Tehtédvi s. 29 < Vihje s. 101

Tehtivin 24 toinen vihje. Cauchyn-Schwarzin epdyhtilslla voi osoittaa, ettd
c
f

Tissé voi olla hyddyllisti kirjoittaa ab = (v/ab)? ja niin edelleen. Summa ad + be +
cf on itse asiassa kaksi kertaa kolmion pinta-ala.

< Tehtdvd s. 30 < Vihje s. 101

Tehtivin 25 toinen vihje. Cauchyn-Schwarzin epéayhtdlon nojalla

b
(ad+be+cf)(%+;+ )>(a+b+c)2.

a1~1+a2-1+...+an-1<\/a‘%+a§+...+a%- 12412 4...+12.

Tehtdvanannon viite seuraa téstd suoraviivaisella sieventdmiselld ja kaavamani-
pulaatiolla.

«<— Tehtéva s. 30 < Vihje s. 101

Tehtédvin 26 toinen vihje. Vihjeen 1 ldhestymistavalla on mahdollista paatyd
sithen, ettd yhtdsuuruus vallitsee edellisen tehtdvén aritmeettis-kvadraattisessa
epdyhtéldssd vain ja ainoastaan silloin, kun @y =a, =... = a, > 0.

«— Tehtdvi s. 30

< Vihje s. 101
Tehtivin 27 toinen vihje. Vihjeen 1 alusta voi Cauchyn-Schwarzin epdyhtalolla
jatkaa

|a+b|°=(a+b)-(a+b)=a-a+a b+b-a+b-b=|al’+2(a-b)+|b|*

< [a* +2[al - [B] + [B* = ([a] +[2]) -

«— Tehtdvi s. 32

< Vihjes. 102

Tehtédvin 28 toinen vihje. Edellisen tehtdvin vihjeen 2 arviossa avainasemassa oli
arvioa-b < |al-|b|.

«— Tehtéva s. 32 < Vihje s. 102
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Tehtivin 29 toinen vihje. Soveltamalla kolmioepédyhtdldd vihjeessd 1 mainittuihin
vektoreihin (x,y) ja (y,z) ndemme, ettd

\/x2+y2+\/y2+z2+\/z2+x2>\/(x+y)2+(y+z)2+ z% + x2.

;

«— Tehtdvid s. 32

< Vihjes. 102

Tehtévin 30 toinen vihje. Vihjeen 1 hengessd tdssd voi soveltaa kolmioepayhtdlod
vektoreihin (x,x) and (y — x,z — x).

«— Tehtédvi s. 32 < Vihje s. 102

Tehtivin 31 toinen vihje. Tdssd voisi soveltaa kolmioepdyhtdl6a vihjeen 1 hen-
gessd vektoreihin (x, y, z) ja (1/x,1/y,1/z). Voi my®s olla hyddyllistd muistaa, ettd
x+1/x>2.

«— Tehtédvi s. 32 < Vihje s. 102

Tehtévin 32 toinen vihje. Vihjeen 1 valinnoilla on mahdollista arvioida kd#ntei-
selld Cauchyn-Schwarzin epéayhtélolld, etta

(a*-a-b*-b=c*-0)" > ((a®)" - (1)) - (&)°) (a* - b* - ¢2).

«— Tehtdva s. 37

< Vihje s. 102

Tehtivin 33 toinen vihje. Vihjeen 1 kaksi arviota seuraavat kddnteisestd Cauchyn-—
Schwarzin epayhtilostd, jos a* > b* + ¢* ja a® > b® + ¢°. Seuraisivatko nimi muka-
vasti oletuksesta a > b + c?

Kun molemmat vihjeen 1 arviot ovat kdytettédvissd, voisi ongelman ratkaisun aloit-
taa vaikkapa néin:

(@ -b*-c?)(a* - b* - c4)2

B-b -3

(a* - b*-c*)(a®- b - c°) <

«— Tehtdvi s. 37

< Vihje s. 102

Tehtéviin 34 toinen vihje. Vihjeen 1 kuvaamien ldhestymistapojen kannalta voi
olla hyddyllistd muistaa, ettd
X+ =(X+7) (X+7) =X X+T-J+7-3+7- 7= 3 +2%- 7+ [7]*.

«— Tehtdva s. 37

< Vihje s. 103
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Tehtédvin 35 toinen vihje. Yhteenlaskettavat ovat 12,22 32 42 ja 52. Summaksi
pitdisi tulla 55.

«— Tehtdva s. 42

< Vihje s. 103

Tehtivin 36 toinen vihje. Ensimmaéisessd summassa on perdkkdisii viidelld jaolli-
sia lukuja, joista ensimmdiinen on 15 = 5- 3 ja viimeinen 100 = 5- 20, joten voidaan
kirjoittaa esimerkiksi

20
154+20+25+...+100= ) (5k).
k=3

18
Muutkin muodot ovat mahdollisia, esimerkiksi »_ (10+5k).
k=1

Jalkimmaisessd summassa on parittomia lukuja, eli lukuja muotoa 2k + 1. Mitkd
olisivat sopivat luvun k arvot?

«— Tehtdvi s. 42

< Vihje s. 103

Tehtédvin 37 toinen vihje. Summan x; + X + x3 +... + X, voisi merkitd summamer-
kinndlla kdyttden summausindeksid k, joka saa arvot 1, 2, 3, ..., n.

< Tehtévi s. 42 < Vihje s. 103

Tehtédvin 38 toinen vihje. Ensimmadisessd vihjeessi todettiin, ettd yhden pylvasku-
vion pinta-ala vastaa summaa 1+2+3+...+ n. Oikeanpuoleisen kuvan perusteella
kaksi tillaista summaa vastaa yhteensd pinta-alaa n - (n + 1). Miten tdstd voidaan

paitelld haluttu tulos?
nh: -
n n+1

«— Tehtéava s. 42 «<— Vihje s. 104
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Tehtivin 39 toinen vihje. Kun n = 3, kaavat saavat muodot

n n
Y 5ar=5) ax = 5a1+5a;+5a3=>5(a+az+as),
k=1 k=1

n = 1+1+1=3,

n
Y1
k=1
n n—1

Yar=) ax = a1+ ax+as=ag+a; +a,
k=1 k=0

ja viimeinen kaava muodon

n

kzz"lak—i_ibk: Z(ak+bk)

k=1 k=1
=>a +ay+az + b1+b2+b3=(d1+b1)+(a2+b2)+(a3+b3).

Miké kaavoista ei pade yleisesti?

«— Tehtédvi s. 43 < Vihje s. 104

Tehtédvin 40 toinen vihje. Jos esimerkiksi tehddin ensimmaiseen summaan in-
deksointimuuttujan vaihto k = m +1, eli m = k — 1, saadaan uudeksi alarajaksi
m =1-1=0jayldrajaksi m = 1000 — 1 = 999. Ensimmadinen summa sievenee

muotoon
1000 999

Y k=) (m+1)>2
k=1

m=0

Nyt summat voidaan yhdistdad seuraavasti

1000 999 999 999

kZ::lkz— Y (m*+m)=Y (m+1)*- Y (m*+m)

m=0 m=0 m=0
999

=) ((m+1)2—(m2+m)),

m=0

ja eteenpdin pddsee sieventdmalld summattavaa lauseketta.

«— Tehtédvi s. 43 < Vihje s. 104

Tehtédvin 41 toinen vihje. Diagonaalin luvut ovat ay, a2, ass ja ass. Rivin ja
sarakkeen indeksit ovat siis samat, eli luvut ovat muotoa a;;. Mitkd ovatkaan
indeksin i sopivat arvot, joiden yli on summattava?

«— Tehtéva s. 43 < Vihje s. 104
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Tehtédvin 42 toinen vihje. Summan ensimmadiset termit ovat

e M e M i B e
o \4k—-2 4k+2 2 6 6 10 10 14
Mitd termit kumoutuvat? Mitka jadvit jéljelle?

«— Tehtdva s. 44 < Vihje s. 105

Tehtévin 43 toinen vihje. Kirjoittamalla auki tulon ensimma@isié termejd havai-
taan, ettd supistumista tapahtuu paljon.

110_010 k 123 1000
o k+1 2 3 4 777 1001
Mitka luvut jaavat jéljelle?

«— Tehtédva s. 44 < Vihje s. 105

Tehtédvin 44 toinen vihje. Todistuksen voi rakentaa esimerkiksi tarkastelemalla
pienintd yhteenlaskettavien maardd n > 1, jolla kaava ei pdde. Koska kyseessd on
pienin arvo, kaava pétee arvolla n — 1. Saadaan siis

(m-1Dn-1+1)

n n—1
Y k=) (k)+n= +n,
=1 k= 2

missd viimeisessd vélivaiheessa on kéytetty summakaavaa n — 1 termin summalle.
Téstd eteenpdin sieventdmalld voit ndyttdd, ettd kaava itse asiassa pateekin myos n
yhteenlaskettavalle. Ei siis ole olemassa pienintd arvoa, jolla kaava ei pétisi. Kaava
péitee siis kaikilla n > 1.

«— Tehtdva s. 44

— Vihje s. 105

Tehtidvian 46 toinen vihje. Vastaukseksi pitdisi tulla r =

, eli neli6juuri-
lausekkeiden sieventdmisen jilkeen tasan r = —0,5.

«— Tehtava s. 49

— Vihje s. 105

Tehtidviin 47 toinen vihje. Korrelaation saa laskettua esimerkiksi LibreOffice Calc
-ohjelmassa komennolla =KORRELAATIO () ja hajontakuvion piirrettya valitse-
malla halutun datan ja kdyttdmalld komentoa Lisdad > Kaavio > XY (Ha-
jonta).

«— Tehtéva s. 49 < Vihjess. 105
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Tehtévin 48 toinen vihje. Yksittdisille koordinaateille (x;, y;) pétee y; = kx; + b.
Saisiko tdmé&n avulla osoitettua, ettéd keskiarvoille pédtee vastaavasti y = kX + b?

Molemmat edelld mainitut lausekkeet voisi sijoittaa vektorin

b=(y1=9 y2=3 s Yn—7)

lausekkeeseen. Tavoitteena voisi olla osoittaa, ettd korrelaation lausekkeessa esiin-
tyville vektoreille a ja b pétee b = ka.

«— Tehtédvi s. 50 < Vihje s. 106

Tehtividn 49 toinen villje. Kun r = 1, vektorien a ja b vilinen kulma on a =
cos™!(1) = 0°. Pitee siis b = ka jollakin positiivisella luvulla k.

Voisiko tdméin perusteella péédtelld, ettd on olemassa reaalinen vakio b siten, ettd
kaikille koordinaateille (x;, y;) patee y; = kx; +b?

< Tehtdva s. 50 < Vihje s. 106

Tehtivin 50 toinen vihje. Koska |a- b| < |a||D|, téytyy itse asiassa pated
Jalsl <@ < s,

silld reaaliluvuilla ¢ ja u pétee |f]| < u tdsmélleen silloin kun —u < ¢ < u. Miten
todistus vietdisiin loppuun?

«— Tehtédvi s. 50 < Vihje s. 106

Tehtédvin 51 toinen vihje. Miten ohjelman toteuttaakin, sen tulisi tuottaa kymme-
nelld lukuparilla (n = 10) tulos |r| > 0,3 noin 40% todenndkdisyydella.

Kun arvottuja lukupareja on sata (n = 100), tuloksen |r| > 0,3 todennédkéisyys on
endd noin 0,25%.

Seuraavissa kuvissa on esitetty korrelaatiokertoimien tarkempi jakauma kummas-
sakin tapauksessa 0,1 vilein ryhmiteltynd. Jakaumat sopivat hyvin sekd tilantee-
seen, jossa alkuperidiset satunnaisluvut ovat tasaisesti jakautuneita etté tilantee-
seen, jossa alkuperdinen arvonta noudattaa normaalijakaumaa. Ensimma@isesta
kuvaajasta voi huomata, etté varsin korkeatkaan korrelaatiot eivit ole erityisen
harvinaisia, kun otoskoko on vain 10.
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Todennikoisyys, n = 10

12%

-1 -08 -0,6 -04 -0,2 O 02 04 06 08 1
Todenndkdoisyys, n =100

40%

-1 -08 -0,6 -04 02 0 02 04 06 08 1

Mozzarellan kulutuksen ja havaijilaisten juristien lukumé&érin vilinen korrelaatio
on kuitenkin hyvin suuri: r = 0,978. Ndin suuri korrelaatio syntyy sattumalta vain
harvoin. Miksi kuitenkaan ei ole syytd uskoa, ettd mozzarellan ja juristien valilld
olisi syy-seurausyhteys?

< Tehtdvi s. 51 < Vihje s. 106

Tehtédvin 52 toinen vihje. Keskimmdisen oranssin koordinaatit voi laskea punai-
sen ja keltaisen koordinaattien keskiarvoina. Tdmén jilkeen kaksi muuta varia
saa oranssin ja keltaisen seki oranssin ja punaisen keskiarvoina. Lienee syyta
pyoristdd vasta lopuksi.

Kokonaisluvuiksi pyoristdmisen jdlkeen koordinaateiksi pitéisi tulla (255,64, 0),
(255,128,0) ja (255,191, 0).

«— Tehtéva s. 59 «<— Vihje s. 106
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Tehtévin 53 toinen vihje. Kuten ensimmaéinen vihje vihjaakin, véri liikkkuu harmaa-
akselin suunnassa, kun sen kaikkiin RGB-koordinaatteihin lisdtd4n sama vakio.
Halutut pisteet ovat siis muotoa (100+ a, 150+ a, 200+ a), missd a on kokonaisluku,
ja tavoitteena on loytad pisteet, joissa a on suurin tai pienin mahdollinen.

Miksi tdma4 sitten toimii? Symmetriasyistd R-, G- ja B-akselien suuntavektorien
harmaa-akselin vastaiset vaakasuorat komponentit sijaitsevat tasavilein, eli 120°
kulmassa toisiinsa. Jos liikkuu yhté paljon R-, G- ja B-suuntiin, muutosten koh-
tisuorat komponentit kumoavat toisensa ja summana liike on harmaa-akselin
suuntaista.

< Tehtdvi s. 59 < Vihje s. 107

Tehtivin 54 toinen vihje. RGB-kuution harmaa-akseli mustasta valkoiseen on
kuution avaruuslévistdjd ja symmetrisessd asemassa R-, G- ja B- akselien suhteen.
Jos siis jaetaan akselien suuntaiset yksikkovektorit 7, g ja b kukin pystysuoraan
ja vaakasuoraan komponenttiin, vektorien pystysuorat komponentit (nimeltddn
vaikkapa W) ovat yhti suuret. Pisteen V = (R, G, B) paikkavektorin R + Gg + Bb
pystysuora komponentti on siis (R+ G+ B)w, joten pisteen V korkeus riippuu vain
summasta R+ G+ B. Riittd4 siis tarkistaa, ettd ensimmdisessd vihjeessd nimettyjen
pisteiden V ja H koordinaattien summa on sama, siis kummallakin R+ G + B.
Jos ndin on, pisteet ovat yhtd korkealla, ja jana V H siis harmaa-akselia vastaan
kohtisuora.
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«— Tehtédvi s. 60 < Vihjess. 107

Tehtédvin 55 toinen vihje. Virid V = (100, 150,200) 1dhin harmaa-akselin piste H
voidaan laskea tehtivin 54 avulla. Tamin jilkeen voidaan selvittda vektori HV.
Kysytty piste 16ytyy, kun pisteestd V liikutaan vektorin HV suunnassa kuution
reunalle. Vastaukseksi pitdisi lopulta tulla (45,150, 255).

< Tehtdva s. 60 < Vihje s. 107

Tehtidvidn 57 toinen vihje. Kun yksi piste on asetettu paikoilleen, lisda l6ytyy esi-
merkiksi liikkumalla yksi ympyrén kaari kauemmas polttopisteesti ja yksi suorien
vali kauemmas johtosuorasta. Kun kaikkiin sopivat leikkauspisteet on merkitty,
paraabelin voi hahmotella niiden avulla.

«— Tehtéavis. 74 < Vihje s. 108
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Tehtivin 60 toinen vihje. Ellipsin ominaisuudesta d; + d, = 2a voisi olla hyotya.

R f f B

«— Tehtdvi s. 75 < Vihje s. 109

Tehtédvin 61 toinen vihje. Ellipsin sisilld olevaa pistettd S voisi verrata kehén pis-
teeseen P, joka on puolisuoran F, S ja ellipsin kehén leikkauspiste. Miten summat
SF1 + SF; ja PF; + PF, eroavat toisistaan?

p

N\

«— Tehtéavas. 75 < Vihje s. 109

Tehtévin 63 toinen vihje. Tilanteessa esiintyvien kulmien avulla voisi perustella,
ettd A, P ja B’ ovat samalla suoralla. Piste P on siis sellainen, ettd murtoviiva APB’
on mahdollisimman lyhyt. Mitéd tdmé& kertoo murtoviivasta AP B?

A

o
[

«— Tehtéava s. 76 < Vihje s. 109
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Tehtivin 64 toinen vihje. Todistus olisi mahdollista rakentaa seuraavan malliku-
van idealla.

«— Tehtdva s. 76 < Vihje s. 109

Tehtévin 65 toinen vihje. Voisi olla eduksi tarkastella leikkauskdyrédn pisteen P
ja kartioiden yhteisen kirjen K kautta kulkevaa suoraa. Jos se leikkaa pallojen ja
kartion sivuamisympyrét pisteissd A ja B, mitd voidaankaan sanoa janoista PFj,
PA, PF,, ja PB? Lisdksi: minké janan pituus ei riipu pisteen P sijainnista?

«— Tehtéava s. 76 < Vihjes. 110

131



TOISET VIHJEET

Tehtiviin 66 toinen vihje. Seuraavan apukuvion pohjalta voisi perustella, ettd
QF, + QF, > PF) + PF,, ja piste Q on siis ellipsin ulkopuolella. Miksi QF, = QF3?

«— Tehtéavas. 77 < Vihjes. 111

Tehtivin 67 toinen vihje. Miti ellipsin ja hyperbelin optiset ominaisuudet sano-
vatkaan kuvaan merkityistd kulmista?

— Tehtava s 77 — Vlh]e S. 1 11

Tehtivin 69 toinen vihje. Ellipsin polttopisteet sijaitsevat isoakselilla. Isoakselin
pituudelle 2a, pikkuakselin pituudelle 2b ja polttopisteiden vilimatkalle 2 f patee
b+ f2 = a?, kuten perustellaan tehtidvassa 60 tai sivulta 79 alkavassa laskussa.

< Tehtdvi s. 89 < Vihjes. 111
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2
Tehtédvin 70 toinen vihje. Muotoa § - % = 1 olevan hyperbelin asymptootit
ovat y = i%x. Hyperbelin symmetria-akselilla sijaitseva piste (2, 0) tarkoittaa, ettd
a=2.
Kun hyperbelille kuuluukin y-akselin piste (0,2), hyperbeli aukeaa pystysuunnas-
2
sa, ja muuttujien x ja y roolit vaihtuvat. Hyperbelin yhtéloksi tulee —Z—z + % =1.

«— Tehtédvi s. 89 < Vihjes. 112

Tehtivin 71 toinen vihje. Paraabeli koostuu pisteisti (x, ), jotka ovat yhti etdalla
polttopisteestd (0,0) ja suorasta x + 2y — 5 = 0. Etdisyyksien laskemiseen voisi
kayttda Pythagoraan lausetta ja pisteen etdisyys suorasta -kaavaa

_laxo+byo+cl

va?+b?
«— Tehtédva s. 89 < Vihjes. 112

Tehtiivin 72 toinen vihje. Kaikki kaksoiskartion pinnalta 16ytyvit suorat kulkevat
kaksoiskartion kérjen kautta.

d

«— Tehtdva s. 89

< Vihjes. 112

Tehtivin 73 toinen vihje.

a) Pistettd (2,—3) voisi ajatella ympyrdnd, jonka sdde on nolla.

b) Tulon nollasddnndsta voisi olla apua.

¢) Jos b-kohta ratkeaa, samaa menetelmaé voisi hyodyntad keskendan samoille
suorille y—x=0jay—-x=0.

«— Tehtdvi s. 90

< Vihje s. 112

Tehtévin 74 toinen vihje. Pisteen (x, y) etdisyys suorasta x = -2 on |x — (—2)| =
|x+2] ja etéisyys suorasta y = 1 on | y—1|. Téllaisia lausekkeita voisi sijoittaa kiyrdn
madrittelevddn yhtaloéon.

«— Tehtéava s. 90 < Vihjes. 112

Tehtiiviin 75 toinen vihje. Origokeskeisen ympyrin yhtilo on x? + y? = r2. Kun

2
ympyré venytetddn x-akselin suhteen k-kertaiseksi, uusi yhtédlé on (%) +y?=r2

Miksi se on ellipsin yhtéls?

«— Tehtédva s. 90 < Vihjes. 112
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Tehtédvin 76 toinen vihje. Kuvio skaalautuu k-kertaiseksi, kun muuttujapari (x, y)

korvataan yhtilossé parilla (%, k) Miten £k tulisi valita, jotta lopputulos olisi yhtdld
29

y=x?

«— Tehtdva s. 90 < Vihjes. 112

Tehtédvin 77 toinen vihje. Jos halutaan kiertdd kayraa esimerkiksi 45° myotapéi-
vadn, kdyrdn pisteiden alkuperdiset koordinaatit (x, y) saadaan kiertdmalla uusia
koordinaatteja (x', y") vastapdivdin. Koska sin45° = \/LE = cos45°, sijoitukseksi
saataisiin

/
\[ y

X = cos (45°)x’ —sin (45°)y' = \Lf x -1
y = sin (45° )x' + cos (45° )y \}x +7y

Tam&d muunnos tulisi siis sijoittaa kdyrin alkuperdiseen yhtdloon y = 1/x. Loppu-
tuloksena saadaan
N2 n2 2 2

X X

( )2 - b )2 =1, taiilman pilkkuja —; - y—2 =1

V2" V2 V2§ V2
Polttopisteiden etiisyyttd pohdittaessa voisi olla hydtya kaavasta a® + b* = f2.
Mitd a, b ja f ovatkaan tdssd tapauksessa?

< Tehtéava s. 91 < Vihjes. 112

Tehtévin 78 toinen vihje. Kun ehdon +/(x — ¢)? + y? = €| x| nelioi ja termej jarjes-
telladn hieman, saadaan

x2—2xc+02+y2:82x2 ||—£2xZ—c2

(1-¢€%)x*—2xc+y* = —c%
Muuttujaa x sisiltdvin osan (1 —&?)x* — 2xc voisi nyt tdydentda nelioksi timén-
kaltaisella sievennyksella:

) ) B B B?> B? By B?
Ax®+2Bx=Alx®+2x- 2| = Al P +2x- =+ = =A(x+—) N
A AT A2 Az Al T a2
=0

Lopulta on mahdollista pddstd yhtdl66n muotoa

2 2 2.2 2.2

X— c c°e c°e

M_Fy_:l, missép: Z’q: Zjar: 5
q r l1-¢ (1_52) l-¢

< Tehtéava s. 91 < Vihjes. 113
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Tehtidviin 79 toinen vihje. Olkoot ellipsin iso- ja pikkuakselin puolikkaat a ja
b, polttopisteen etdisyys ellipsin keskipisteestd f ja eksentrisyys €. Tehtdvassa
60 perusteltiin yhteys b? + f? = a? ja tehtdvissi 78 tulos b*/a® = 1 — 2. Niit4
yhdisteleméilld voisi pdéstd eteenpdin.

«— Tehtédvd s. 91 < Vihjes. 113

Tehtidvin 80 toinen vihje. Johtosuoran pisteen (¢, —1/4), missi c € R, kautta voi-
daan piirtidd tangentti y + % = k(x —c). (Tangentilla taytyy olla kulmakerroin, koska
muuten se olisi y-akselin suuntainen, eikd tangentti voi olla paraabelin akselin
suuntainen.) Kulmakertoimen k pitdd olla sellainen, ettd yhtiloparilla

y=x°
y+%= k(x—o¢)

on tdsmaélleen yksi ratkaisu, eli ettd toisen asteen yhtdlon diskriminantti on nolla.
Téastd ehdosta saadaan yhtdlo mahdollisille kulmakertoimille k. Kohtisuoruuden
osoittamiseksi riittdisi todistaa, ettd yhtidlon kahden ratkaisun tulo on —1.

«<— Tehtdva s. 92 < Vihjes. 113

Tehtivin 81 toinen vihje. Edellisen vihjeen merkinnd6illd suorien OP ja AQ kul-
makertoimiksi saadaan

-a 2ap

ki = =- .
%_(_4,9) a? +8p?

2 |3

2
:—p ja k2:
a

Suorien OP ja AQ leikkauspiste L = (x, y) ratkeaa siis yhtdloparista

2
y="2x
y-0= 2ap

T a?+8p?

(x+4p).

Kun téstd yhtéloparista eliminoi parametrin a, jiljelld jad pisteen L koordinaattien
X ja y toteuttama yhtélo. Lopulta kdynee ilmi, ettd piste L liilkkuu ympyrad pitkin.

< Tehtédvi s. 92 < Vihjes. 113
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Tehtévin 82 toinen vihje. Yhtdlon vasen puoli on kahden ensimmadisen asteen
polynomilausekkeen tulo. Jos tekijoihinjaon keksii, tdsta voi jatkaa tulon nolla-
sddnnolla.

Suoraviivaisempi ratkaisutapa on ratkaista yhtdldéstd muuttuja y toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavalla. Voidaan ryhmitelld seuraavasti:

—5y%+(11-24x)y+ (5x* +3x—-2) =0,

jolloin ratkaisukaavan kertoimiksi saadaan @ = -5, b=11—24xja c=5x>+3x—2.
Ratkaisukaava antaa muodon

—(11-24x) + \/(11 —24x)2 —4-(-5)- (5x2 +3x-2)
Y= 2.(-5)

’

josta uutterasti sieventdmalld pddstddn ratkaisuun. Neliojuuren sisddn muodostuu
kuin muodostuukin binomin nelid, ja muuttujalle y saadaan kaksi ensimmaéisen
asteen lauseketta.

< Tehtdvds. 92 < Vihjes. 114

Tehtédvin 83 toinen vihje. Kun a # b # 0, leikkauspisteen L koordinaatit x ja
y toteuttavat suorien OP ja AQ yhtil6t, eli ensimmadisen vihjeen merkinndéilla
yhtdloparin
o
y=550-a)
Tésti voisi eliminoida parametrit b ja c, joita sitoo ehto b? + ¢? = r?. Lopulta on
mahdollista padtyd yhtidloon
a’y? +(a* - 4r?)x* +4ar’x = r*a?,

jonka luonne riippuu kertoimen a? — 4r? merkist.

< Tehtdva s. 92 < Vihjes. 114
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Lihteet

Kirjan teksti on ladottu BIgX-jarjestelmilld ja kuvat piirretty padsdintoisesti sen
TikZ-paketilla. Monien kuvien piirtdmisessd ovat ohjelmistot [57] ja [23] olleet
suuresti avuksi.

Luvut 1 ja 2. Tilaulottuvuudet, hyperkuutio, vektorit

Tapa havainnollistaa korkeampia ulottuvuuksia on muotoutunut vuosien varrella
Helsingin matematiikkalukion matematiikkamaanantai-kerhossa Maunulassa.
Runsaasti ideoita on saatu teoksista [1], [47] ja [38].

Luku 3. Cauchyn-Schwarzin epéyhtilo

Epéyhtilot ovat suosittu aihe matemaattisessa ongelmanratkaisussa, ja niistd
on olemassa monia kirjoja, kuten Cauchyn-Schwarzin epédyhtélén késittelyssa
hyddyntdamadmme [6, 8, 22, 28, 46, 52]. Cauchyn-Schwarzin epdyhtél6 esiintyi
ensimmadisen kerran teoksessa [7], ja Schwarzin 1dhestymistapa sen todistamiseen
puolestaan ensimmadisen kerran artikkelissa [43].

Nesbittin epayhtdl6é on alun perin ldhteestd [34], Shapiron ongelma ldhteestd
[44], ja Drinfeldin epdyhtil6 artikkelista [11]. Shapiron sykliseen epdyhtdl6on ja
Drinfel'din arvioon voi tutustua tarkemmin artikkelista [53] sekd siind mainituista
lahteistd. Artikkeli [53] ei itse sisdlld todistusta tekijan y optimaalisuudelle eikd
vastaesimerkkeji Shapiron ongelman epdyhtélélle. Cauchyn-Schwarzin epéyh-
tdlod kisittelevdssd luvussa ja liitteessd on hyddynnetty artikkeleiden [53, 54]
materiaalia. Liitteessa ldpikdyty todistus Nesbittin epayhtdlén kuuden muuttujan
versiolle on kirjan [22] esimerkistd 2.1.6.

Suomeksi suppeaan suhteellisuusteoriaan voi tutustua vaikkapa teoksista [12,
13]. Jaredmpi teos [33] on erds Minkowskin avaruuden teoriaa késittelevi teos.
Kédnteisen Cauchyn-Schwarzin epdyhtidlon todistus seuraa Aczélin artikkelia [2],
missd se on teoreema 16.

Luku 4. Summausmerkintid >
Sivun 43 taikaneliokuva on yksityiskohta teoksesta [58].
Luku 5. Korrelaatio

Korrelaation tulkinta vektorien vilisen kulman kosinina mainitaan esimerkiksi
artikkelissa [41]
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Luku 6. RGB-virit koordinaatistossa

RGB-virejd kisittelevan luvun 6 keskeiset lahteet ovat teos [5] sekd artikkelit [45]
ja [24]. Haluamme ldmpimasti kiittdd Harald Arnkilia késikirjoituksen kommen-
toinnista tim&n luvun osalta. Luvun valokuvat on ottanut Ville Tilvis.

Sivun 53 kuvaaja tappisolujen herkkyydestd valon eri aallonpituuksille on muo-

kattu Wikimedia Commons -kuvasta [61]. Kuva perustuu dataan, joka on perdisin
artikkelista [48].

Luvut 7 ja 8. Kartioleikkaukset

Lukujen pdéldhteend on mainio kirja [3] ja joitakin harjoitustehtdvid on poimit-
tu teoksesta [27]. Sivun 69 todistus hyperbelin optisesta ominaisuudesta 16ytyy
artikkelista [26].

Dandelinin palloon perustuva todistus paraabelista kartioleikkauksena (sivu 72)
seurailee Aleksis Kosken meille ystdvillisesti ehdottamaa todistusta. Lopputu-
los muistuttaa ldheisesti Lorentz Lindel6fin kirjoittamaa todistusta oppikirjan
Analyyttinen geometria [31] sivulla 108.

Sivun 68 kuva radioteleskoopeista on sivustolta [59].

Tehtivien ldhteita

Tehtidvi 1. Esimerkki kaksiulotteisesta koirasta on teoksesta [21].

Tehtdvd 2. Laskemistapa on teoksen [14] luvusta "Hypercubes” ja lukumé&arid koskeva summakaava
teoksesta [38].

Tehtdvi 3. Saanut innoitusta teoksesta [38].

Tehtivid 4. Tamdn tehtdvin idea on esitelty teoksen [38] luvussa "Higher Dimensions”. Kirjoittaja
Matt Parker kertoo kuulleensa ongelman matemaatikko Colin Wrightilta.

Tehtdvid 5. Moniulotteista ristinollaa késitelldén artikkelissa [17].
Tehtidvd 8. Tehtdva ratkaisuineen 16ytyy artikkelista [17].
Tehtdvi 10. Tehtédvi 4a.1 kirjassa [6].

Tehtédva 11. Esimerkki 13.14 kirjassa [51].

Tehtidvi 12. Tehtédva 4.6 teoksessa [8].

Tehtdvi 13. Tehtédvi 4a.2 kirjassa [6].

Tehtidvi 14. Esimerkki 4.1 kirjassa [6].

Tehtdvi 15. Korollaari 1 teoksen [22] luvussa 2.

Tehtdvid 16. Ongelma 8 sivulla 77 teoksessa [28].
Tehtdvd 17. Ongelma 1 sivulla 77 teoksessa [28].
Tehtdvid 18. Tamé on esimerkki 13.13 teoksessa [51].
Tehtdva 19. Esimerkki 1.9 kirjassa [52].

Tehtdvi 20. Tehtédvd 4.3 kirjassa [8].
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Tehtidvd 21. Tdmad on oleellisesti ottaen tehtdva 4b.12 kirjassa [6].
Tehtdvd 22. Tamé on tehtéva 4b.11 kirjassa [6].

Tehtdvi 24. Tehtédvi 4c.2 kirjassa [6].

Tehtidvd 29. Tehtdva 4.1.a) kirjassa [46].

Tehtdvid 30. Tamaé on oleellisesti ottaen tehtdvd 4.1.b) kirjassa [46].
Tehtédva 31. Tehtdva 4.1.c) kirjassa [46].

Tehtidvi 47. Data on ladattu sivustolta [16], tarkemmin sanottuna osoitteesta
https://ourworldindata.org/grapher/annual-working—hours-vs—-gdp-per-—
capita-pwt

Tehtivd 51. Esimerkkidata mozzarella-juustosta ja juristeista on keritty sivustolta [55], tarkemmin
sanottuna osoitteesta
http://tylervigen.com/view_correlation?id=28716.

Tehtdvi 56. Tehtdvd on teoksen [3] johdantoesimerkki.

Tehtdvi 74. Tehtdvd on muokattu versio teoksen [27] tehtdvdstd 197.
Tehtidvi 80. Tehtdvén ratkaisun idea on teoksen [27] tehtédvéstd 186.
Tehtdvid 81. Tehtdvd on muokattu teoksen [27] tehtévéstd 794.

Tehtdvid 82. Tehtdvd on MAOL ry:n jarjestiméan lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun avoimen
sarjan tehtédva 2 vuodelta syksyltd 2000, jolloin toinen kirjoittaja osallistui kilpailuun. Kiitos Timo
Salmiselle tehtdvén etsimisestd arkistostaan.

Tehtidvi 83. Tehtidvi on teoksen [27] tehtdvid 799 hieman muokatulla tehtdvanannolla.
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