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Paradokseja ja muuta mukavaa

Penrosen kolmio [6]

Paradokseista

Sanaa paradoksi kdytetddn monissa merkityksissd. Silld voidaan tarkoitaa esimerkiksi
vaikeaa, mutta kuitenkin ratkaistavissa olevaa ongelmaa, joka alkuun nayttda mahdot-
tomalta, tai vaikkapa ristiriitaiselta vaikuttavaa kdyttdytymismallia: ”Liisa inhoaa juhlia,
mutta ei koskaan kieltdydy kutsusta.”

Logiikassa paradoksilla tarkoitetaan lausetta, joka ei voi olla tosi eikd epétosi. Klassisin
esimerkki tdstd on valehtelijan paradoksi: jos joku sanoo "Tama lause on epitosi”, onko
kyseessa tosi vai epdtosi lause?

Paradoksit eivét ole vain harmitonta ajanvietettd, vaan niilld voi olla my®os syvillistd ma-
temaattista merkitystd. Paradoksit koettelevat loogisen rakenteemme rajoja ja tuovat esiin
niiden puutteita. Paradokseja kdytetddan myos suoraan paittelyn osana. Esimerkiksi G-
delin ensimmdinen epétdydellisyyslause (jonka mukaan jokainen riittdvin edistynyt ak-
siomaattinen jdrjestelma sisédltdd lauseita, joita ei voi todistaa oikeiksi tai vaariksi) perus-
tuu versioon valehtelijan paradoksista.

Tdhdn on koottu kokoelma klassisia paradokseja ja muita loogisia pulmia. Osaan on-
gelmista on olemassa selked ja yleisesti hyviksytty ratkaisu, osasta ei vieldkddn vallitse
tayttd yksimielisyytta.


https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.fi

Harjoitustehtivid
Tehtdvd 1. Kumpi lauseista on tosi?

Alempi lause on tosi.
Ylempi lause on epiitosi.

Tehtdava 2. Mitd mieltd olet seuraavasta lauseesta?
"T#sd lauseesa on tasan kolme virhettd.”

Tehtivi 3. Arvioi kunkin lauseen totuusarvoa:
1. Tdssd listassa on tdsmadlleen yksi epitosi viite.
2. Téssd listassa on tdsmdilleen kaksi epdtotta vditetta.
3. Téassd listassa on tdsmaélleen kolme epétotta viitetta.
4. Téssd listassa on tdsmaélleen neljd epatotta viitetta.

Tehtivi 4. Krokotiili kaappasi didiltd vauvan. Se lekotteli joessa suu auki vauva suussaan
jasanoi didille: "Jos arvaat, mitd teen seuraavaksi, tuon vauvan takaisin. Jos et arvaa, syon
sen!” Mita &iti vastaa?

Tehtidvd 5. Mitdhén tdssd tapahtuu?

Tehtivi 6. Parturiparadoksi (Bertrand Russel)

Eréddssd kyldssd asuva parturi noudattaa tarkasti seuraavaa ohjetta: "Kyldn parturi leikkaa
parran kaikkilta niiltd kyldldisiltd, jotka eividt leikkaa omaa partaansa, eikd kenenkdin
muun.” Kuka leikkaa parturin parran?

Tehtidvd 7. Mukaelma Russelin paradoksista.

Kirja on itsensd mainitseva, jos sen nimi esiintyy kirjan tekstissé (kuten kirja Hobitti), ja
tavallinen, jos kirjan nimi ei esiinny tekstissa (kuten kirja Avaruusseikkailu 2001). Laadi-
taan tietokirja, joka listaa kaikki tavalliset kirjat, ja vain ne. Onko tdm4 tietokirja tavalli-
nen vai itseensd viittaava?

Tehtédvi 8. Russelin paradoksi.

Jos joukko sisdltdd itsensd alkiona (kuten joukko A = {1, A}), sitd sanotaan kummalliseksi.
Jos joukko ei sisdlld itseddn alkiona (kuten joukko B = {1,2,3}), sitd sanotaan tavalliseksi.
Olkoon kaikkien tavallisten joukkojen joukko M. Onko joukko M tavallinen vai kummal-
linen?



Tehtédvd 9. Berryn paradoksi. Mikd on pienin positiivinen kokonaisluku, jota ei voi maa-
ritelld alle sadan kirjoitusmerkin virkkeelld?

Tehtdvd 10. Roomalainen kirjailija Aulus Gellius (n. 125 - 180) mainitsee kirjassaan Atti-
kan ditd seuraavasta kiintoisasta tapauksesta.

Tarinan mukaan Protagoras (n. 490 eaa.—420 eaa.) opetti puheoppia ja lakia oppilaalleen
nimeltd Euathlus. Sopimus oli, ettd Euathlus maksaisi opetuksesta puolet etukdteen ja
jalkimmadisen puolen vasta, kun olisi voittanut ensimmaisen oikeusjuttunsa. Euathlus ei
kuitenkaan koskaan aloittanut lakiuraansa.

Protagoras haastoi oppilaansa oikeuteen ja vaati rahojaan. Kumman kuuluisi voittaa,
opettajan vai oppilaan?

Kovia pahkinéitéd purtavaksi

Tehtidvid 11. Siniset silmit -paradoksi. Saarella asuu joukko ihmisid, jotka ovat tdysin
loogisia: jos jotakin on paételtdvissd, he pdattelevit sen heti.

Saarella on outo tapa: jokainen, joka saa tietdd omien silmiensd vérin, joutuu poistu-
maan saarelta keskiyolla kulkevalla lautalla. Kukaan ei siis tiedd omien silmiensa virig,
mutta ndkee kaikkien muiden silmét ja muistaa nikemiensd vdrien lukumé&arét. Silmien
véreistd ei puhuta saaren asukkaiden kesken mitdan.

Kaikki saaren asukkaat tietdvat kaiken edelld mainitun.

Saarella asuu 100 sinisilmdistd ja 100 ruskeasilmaiistd ihmistd, sekd Guru, jolla sattuu ole-
maan vihredt silmét. Gurulla on lupa puhua silmien véristd yhden ainoan kerran heidian
saarella viettdmiensa vuosien aikana. Erddnd keskipdivand Guru sanoo kaikkien kuullen:

”Néen jonkun, jolla on siniset silmét.”
Kuka ldhtee saarelta ja milloin?

(Vastaus ei ole "ei kukaan”. Tédss4 ei ole mitdédn typerdd kompaa, ei peilejd, silmien varit
eivdt muutu jne.; vastaus on paiteltavissi.)

Tehtivid 12. Kahden kenraalin ongelma. Kaksi bysanttilaista kenraalia miehittd3 armei-
joineen kahta kukkulaa, joiden vilisessd laaksossa vihollinen on. Jos kenraalit hyokk&a-
vit yhtd aikaa, voitto on varma, mutta jos vain toinen hyokkid, tappiot ovat karmeat.
Koska hyokkdyksen valmisteluun kuluu monta tuntia, hydkkédysaika pitdd sopia etuka-
teen viestinviejien vélitykselld. Mikd tahansa ajankohta sopii kummallekin kenraalille.
Jokaisen viestin kohdalla on kuitenkin pieni riski, etta viestinvieja tapetaan matkalla ei-
ka viesti padse perille. (Viesti ei silloinkaan joudu vihollisen kisiin, se on salakirjoitusta.)

Kuinka monen viestin tdytyy vdhintdan pddstd perille, jotta hydkkédys onnistuu turvalli-
sesti? Kenraalit hyokkaavét vain, jos tietdvat toisenkin hyokkiavin.

Tehtidvid 13. Ylléttidva teloitus. Tuomari luki seuraavan rangaistuksen: "Nyt on maa-
nanatai. Sinut tullaan teloittamaan aamunkoitteessa viimeistddn perjantaina, mutta en
kerro mind pdivana. Teloituspdivin aamuna et vield tied4, ettd kuolet sind pdivdna.”

(A) Vanki mietti hetken ja tajusi, ettei hdntd voida teloittaa perjantaina. Miksi?

(B) Mietittyddn hetken lisdd vanki riemuisti, silld hant3 ei voitaisi teloittaa mindédn kysei-
sen viikon pdivistd. Miksi?

(C) Vanki siis yllattyi aika lailla, kun teloittajat saapuivat keskiviikkona. Mikd meni vi-
kaan?



Tehtédva 14. Newcombin paradoksi. Huoneessa on kaksi laatikkoa: laatikko A ja laatikko
B. Laatikossa B on joka tapauksessa 1000 euroa, laatikossa A on joko 1 000 000 euroa tai
ei mitddn. Menet huoneeseen, ja sinulla on kaksi vaihtoehtoa:

1. Otat vain laatikon A.
2. Otat molemmat laatikot.

Viikko ennen tédtd koetta ldhes tdydellinen Ennustaja (esim jumala tai ulkoavaruuden
superily) on ennustanut kumman valinnan teet. Ennustaja haluaa rankaista ahneita: Jos
ennustuksen mukaan otat molemmat laatikot, Ennustaja on jattdnyt laatikon A tyhjéksi.
Jos ennustuksen mukaan otat vain laatikon A, Ennustaja on kétkenyt sinne miljoona eu-
roa. Palkinnot ovat nyt olleet laatikossa jo viikon ja Ennustaja ei voi muuttaa niitd en4d.
Kannattaako ottaa molemmat laatikot vai vain laatikko A?
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