Galilei 1 symposio,131 15. marraskuuta 2009 Helsinki

Karl Sundman ratkaisi kolmen kappaleen ogelman 1909

1 Karl Frithiof Sundmanin elamé& ennen vuotta 1906

Karl Frithiof Sundman syntyi 28. lokakuuta 1873anen isansa tullivirkailija Jam Frithiof Sundman ja
hanen aitinsa Adolfia Fredrika Rosenqvist kerrotaan toivonpejastaan kalaafaa mutta saivat tulevan
matematikon. Han oli nuorena hyvin kiinnostunut opiskelusta ja suoritti ylioppilaskirjoitukset 18. toukokuuta
1893 itseoppineean) jonka jalkeemanaloitti opinnot eksaktisissa luonnontieteissa Keisarillisessa Aleksanterin
Yliopistossa. Vuosia18941897hantoimi assistenttia Helsingin Observatorion tailokuvausosastolla.

Sundmarsuoritti filosofian kandidaatin tutkinmotoukokuussa 1897 @omovoitiin maisteriksi samana
kuukautena u | t i mul kis edonkaoor kee i n dpiakieli téntkiddettd ButkovanHH&htitieteellisessa
Obsenatoriossa Oscar Backlundin alaisejmanka jalkeen han vaitteli tohtoriksi vaitoskirjadlan Ubeér die
Stoérungen der kleinen Planeten, speciel derjenigen, deren mittlere Bewegung annéhrend das Doppelte Jup
b et r aoskitja kasittele@ikkuplaneettojernairidteoria joka sovelletaan sellaisiin pikkuplaneettoihin,
johon Jupiter vahvastiaikuttaa. Tassa tydssa Sundman jo lahestyy ongelmaa, niin sanottu kolmen kappalee
ongelma, joka vuosikymmen mydhemmekee hanestd maailmankuutanesta tulee dosentti Helsingissa
maaliskuussa 1902,2].

Sundman saro®nberg stipendin ja han kitsen tuellaszuosina 19031906 teoreettista tahtitiedetta
Gottingenissa, Munchenissa, Berliinisd&ipzigissa ja Pasissa, jonka aikana hén tutudiuroopan tahtitieteen
ja matematiikan parhaimmistoon, esimerkiksirl Schwartzschildiina Henri Poinareen Han keskusteli
hairiéteoriasta ja kolmen kappaleen ongelmg35,67] muun muassa Henri Poincaren kanssa.

2 Kolmen kappaleen ongelma ennen vuotta 1900.

Isaac Newtonon todennékoisesti ensimmaisené keskustellut kolmen kappaleen ongelmasta, kun han ens
totesi, etta yleinen painovoimalaki jossa kahden massan valinen voima on kdantaen verrannollinen etaisyyc
nelioon, ja suunta on kappaleideniméh suunta, antaa luonnollisen ratkaisun Kepler ongelmaan. Newton
mainitsil687k ol men kappal een ongel man vai keutta OPrinc

Leonard Euler kasitteli ja nimesi ongelman vuon@d@42 Myohemmin vuonna767han Ioysi
erikoigatkaisin jossa kaikki kolme kappaletta liikkuu pydrivalla janalla.

JosephlLouis Lagrangeldysi 1772ratkaisun jossa kaikki kappaleet ovat samansivuisen kolmion
karjissa. Tama ratkaisu muistuttagpauksempossa Trojaanit, eli asteroidit Achilleu3atroclus, Hector,

Nestor ja pari muuta, ovat samansivuisen kolmion yhdessa karjessénko sekadJupiter ovat kolmion
muissa karjissa. 1990vulla ja taman vuosituhannen alussa loydettiis e a mp | 0OTroj aani o
ettdNeptunukseh.

Henri Poincare kiinnostui kolmen kappaleen ongelmasta ja teki uraa uurtavaa ty6ta taivaanmekaniikan
uudistuksessa. 1890Qvun alussa naytti selvaltd, kiitos PoincareBjansin tyota, ettei ollut muita
Ointegraal ej ao Kk ussakeskipisteeenskolmesimpulsssnomestin ek kakonaisereergian
integraalia. Silloinvuonna 1890Poincaren hedelmattdmien yritysten jalkeen, naytti selvalta ettd ongelma oli
ratkaisematon

3 Kolmen kappaleen ongelman dynamiikka ja geometria

Kepler ongelma,eli kahden kappaleen liikkeet avaruudessskindisen painovoiman alaisiraygelma
voidaan ratkaista taydellisegkiatso kuva L
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Kuva 1. Kepler ongelman rataelementit Kuva 2. Kirje Anders Donnerille.

Kolmen kappaleen ongelmakolmen kappaleen liikkeetvaruudessaiiden keskindisen painovoiman alaisi
Rajoitettu kolmen kappaleen ongelmaoletamme etta M > o»> e, etta M ja m liikkuvat ympyréa tai

ellipsiratojapitkin seka etta kaikki liikkuvat samassa tasossg) (Niin sanotunJacobiintegraalin[8] ja
Lagrangepisteiden L, é ,savulla(kuva3ja4d)v oi daan 0 alikeratatatkiadi no m

L4

Kuva 3. Kolme kappattta likkuu xy-tasossa Kuva 4. LagrangepisteetlLas ja Ls ovatstabiileja
josM > 25 m >> me.

Mielenkiintoisia esimerkkejavatAurinko i Jupiter -Troja anit ja Aurinko 1 Tellusi Webb-kaukoputki .



4 Sundmanin kolmen kappaleen ongelman olemassaolotodistd909

Anders Donnerille 25. tammikuuta 1903 kirjoittamassaan kirjeessa Sundman kertoo kokemuksistaan Pari
H&an on kuunnellut Poincaren luentdjairidteoriasta ja kertoo keskusteluistaan Poincaren kékestsa kuva?2
ja5. Sundman on al oelanedtaikkaidta etikaidtilknteissa,kilantessa fpissa on liikkeen
singulariteetio , j a | 2hestyy t2ss?3kysyinykstin kappal een onge

Kevaall|la vuonna 19 KobBnentk&ppaleennormayksetyhtaery gisteeseen dvat mahdollisi
ainoastaan jos liikemaaramomentti on nolla ja geometristen argumenttien avulla nahdaan ettéa kappaleet
likkuvat joko tasasivuisen kolmon k2 r j i ss @ t a,toisipsarfoen) akdiserhnfin mainitatr a | |
Lagrangen tapaukset. Han aavistaa nyt ettd kolmen kappaleen ongelman ratkaisu on hyvin lahella ja haluai
julkaista tulokset Gostilittag-Lefflerin Acta Mathematicasa(kuva6).
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Kuva 5. Kirje Anders Donnerille 09.004 Kuva 6. Kirje Mittag-Lefflerille 14.0906

Mutta tulokset eivat ole taysin uusia. Karl Weierstrass oli tietoinen niisté jo 1889 ja oli kirjeitse ilmoittanut sii
MittagLefflerille ja Sonja Kovalewskatle. Karl Welerstrass, Gostailbag-Leffler, Sonja Kovalewskag

Georg Cantor, Vito Volterra, Adolf Hurwitz ja todenndkoisgstii mudakin matemaatikkatapasivat elokuussa
1888 Wernigerodessa keskustelemaan muun muassa kichpealeen ongelmasta jaikingas Oscar ll:n
matematiikk@alkinnostg9]. Weierstrass ja Mittageffler muodostivat fidessa Hermiten kanssa
palkintauomariston joka sittemmin kahdestatoista artikkelista valitsi Poincaren voittgaksiman julkaisee
artikkelin[100 A Re ¢ h eurc hlees Br o b | e mdéctadSewetas Scientasim Eeanicassad?.
joulukuuta 1906.

Vallitseva mielipide tdnd aikana matemaattikkojen kesken oli etta kolmen kappaleen ongelman ratkaisu
voitaisiin mahdollisesti esittad sana, jossa kappaleiden paikat ja nopeudet esitetiirenevina sarjoina ajan
funktiona Sundmamegularisoi integraalitu u d e | | a f a | @& jokatoteutiaadu £ di/j téamia Vaataa
Kepler ongelman eksentrista anomaliaa. Sen jalkeen han nayttkaildttdelevantit koordinaatit voidaan



kehittdd wden muuttujan sarjoina, saggptka voidaan k&anta joissa aikarotus it esiintyy potenssissa 1/3
(katsokuva 7alhaallg.

De la derniére équation on peut tirer w— wu, sous forme d'une série suivant les puis-
sances entieres et positives de (7 -—¢,)°, et, en substituant cette série au lieu de v — u, dans

Kuva 7. Sundman toteaa etta relevantit suureet voidaan kehitfaansssa potenssi on 1/3.

Tassd on se aika jolloin kaksi kappaleista tormaavat toisiiSgoin t ontoisen kertaluvun kiertopisja kaikki
paikkakoordinaatit ja nopeudedidaan jatkaa analyyttisestParin apulauseen jalkeen Sundman otta by
uuden muuttujan w joka teuttaa ehdon dw/du = rjBssaP toteuttaa & P < 1 (Kuva &

65) dt=Pdw, t=0 pour =0

66) P=(1-e—%)(]~0—?}')(1—9_,—?),

Kuva 8. Yhtal6t 65 ja 66 [1]

b}

Taman lisaksi han nayttaa ettd on olemadaeettoman pitka mutteapea nauhe-tasossaeveydeltaan 2H
ilman singulariteettia joka toteutta®d < Im(w) < H. Poincaren k&yoonotetun kompleksimuunnoksawulla z =
f(w), voi Sundman kuvata nauhastason yksikkdympyran sisal{@uva 9 ja 10, siis |z| < 1 jesarjat
suppenevat Q.E.D!

En résumé, nons arrivons dor

tances mutuelles ef le temps dveloppe suivant les on de o — &, quell

it ceriainement tant que

0 — (0 (£]
Q T
¥ a
2N 7
13. Tonc les coordonnées des trois corps, leurs distances et le temps gont des fone-

le @ dans une bande de geur 2L comprise

S par tapport & ceb axe. En introduisant une nouvelle va

par la transformation bien connue

suivant les puissances de «

univogquement aux

+oco. Nous avons par suite trouvé ce théordme remar-

! g g
| wles des aires ne sont pas toudes nulles, on
1 R peut pour un certain moment fini, trouver
¥ CZ 4 . % 3 P .
> > ‘_ e ;; lew y on introduit aw liew de t wne varviable = par les équations

(65), (66) et (7 les coordonndes des trois corps, lewrs distances mutue les et le temps seront dévelop-

s entitres de T, qui convergent pour [ v | <1 et représenient

pables en séries suivant les puissa

‘ le wmouvement pour fous les temps, quels que soient les choes qui se produisent entre les ecorps,

pourvw que Uon convienne de condinuer le mouvement aprés un choc de la fagon déerite plus haut.

Kuva 9. Sundmanin kayttama kuvaus Kuva 10. Sundman omyt todistanut sen minka piti todista
4



Sundman julkaise@mant y°n A Nouvell es Recherches sur 1| e Pr
tuntemattomsasa ActaSoc. Sci. Fenrl8tammkuuta 190911]. Artikkeli sisaltaa todistuksen kaikki
perusajatukset mutta se on hyvin raskas kaikkine epayhtaloketjuiaésta. MittagLeffler, joka myos
aikaisemmin on viitannut tien Sundmanille, on halukas julkaigéta Acta Mathematicasgas se toimitetaan
analyyttisempaan muotodiman taivaanmekaniikan raskaita yksityiskoliiava 11). Sundman muotoilee
artikkdin uudelleenErnst Lindelofin avulla ja artikkeli julkaistaan Acta Mathematicassa 1922
Sundmanista tulee maailankuulu Hanelle ojennetaan Ranskan Tiedeakatemian de Pontecoulantin
palkinto tuplasti vuonna 1913. Ranskassa huomataan etta uusi kddapatlinnut taivaanmekaniikassa

kun nuori matemaatikkb 2 ht i ti etei l i j2 Helsingist?2 on todist:
Poincare ei pystynyt. Aurel Wintner taas kommentoi kirjas§alafg 432bis),melko katkerasti [13]Sundmanin

funki ot eoreettista todistusta seuraavalla tavalla
painoa sanomalla ett?2 kol men kappaleen ongel ma ¢

iImi ettd, vaikka h&n on todistanwgrs minka pitikin todistaa, hanella oli unelma etté ratkaisu olisi mydskin
numeerisesti arvokas (katso kuvglfaalld. Numeerinen laskenta naytti kuitenkin mahdottomalta ratkaisun
avulla.

Kuva 11. Kirje MittagLefflerilta 09.12.1908 Kuva 12. Poincare ja Mittagd effler 1905

Sundman jatkaa tyotaan tahtitieteen parissa valokuvaamalla auringon koronaa taydellisen
auringonpimennyksen aikana 21. elokuuta 1914 Kumlinddg$aHan oli vastuussa pemnysretken
onnistumisesta ja hylkasi sen takia Mitlagfflerin tarjouksen kirjoittaa laaja katsausartikkeli Poincaren
palkintokirjoitelmastaActa Mathematicaatkatso kuval3). Samaan aikaan Sundmsuunnittelee

Apert ur Hiblgtai ayrypdivinGaamst ossa Nanal oogi sen tietokonee
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